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Vous pouvez traiter les questions dans I'ordre que vous désirez. Beaucoup de questions peuvent étre
résolues méme si les précédentes n’ont pas été traitées...

1. (10 points) Soit F l'espace vectoriel composé des fonctions de classe continue sur [—1, 1] et pour
Jj € N, e; la fonction telle que e;(z) = cos(mjz). Soit < -,- > le produit scalaire sur E tel que
1
pour f,g € E, < f,g>= [7, f(t)g(t)dt.

(a) Pour a,b € R, montrer que cos(a) cos(b) = & ( cos(a +b) + cos(a — b)) (1 pt).

(b) Montrer que la famille (ex)ren est une famille orthogonale de E (1.5 pts). En déduire une
famille orthonormale (€})jen de E (0.5 pts).

(c) Soit F,, = {x € [-1,1] = Y}_ga;cos(mjz), (ao, -, an) € R*™'}. Montrer que F, est un
sous-espace vectoriel de E' dont on précisera la dimension (1 pt).

(d) Pour f une fonction quelconque de F, déterminer a I'aide des (e}) la projection orthogonale
Pr, (f) de f sur F,, (1 pt). Déterminer || P, (f)|? en fonction de f et des e; (1 pt).

(e) Soit g la fonction telle que g(x) = cos?(mz) pour = € [~1,1]. Que vaut Pg,(f) pour n = 0
(1 pt), puis pour n > 2 (1 pt)?

(f) On peut montrer (ne pas le faire!) que si f est une fonction paire de E, alors ||f||? =
lim,, o0 || P, (f)||?. Utiliser ce résultat pour la fonction x € [—1,1] + |z| et en déduire une
série bien connue (2 pts).

Proof. (a) On utilise par exemple cos(a + b) = cosacosb — sinasinb.

(b) On doit calculer < e;,e; >= f_ll cos(mix) cos(mjz)dx = fol cos(m(i + j)x) + cos(m(i — j)x)dx grace au (a). Si
= #ﬂ) [sin(m(i + j)=]s + W(%_J) [sin(n(i — j)x]s = 0. Donc la famille est bien orthogonale.

Si on calcule ||e;]|? =< e;,e; > avec ce qui précéde on a ||e;||> = 1sii > 1, et |leo]® = fil dt = 2. Aussi la famille

i # j, alors < e;,e; >

(e}) telle que ej = eo/V/2 et ) = e; pour i € N est bien orthonormale.

(¢) F, = Vect(eo, - -, en) donc F,, est un sous-espace vectoriel de F (car (e;) famille de E) et comme (e;) est une
famille orthogonale donc libre alors dim(F,) =n + 1.

(d) D’apres le cours Pr, (f) = > 1" | < f,€; > €] car (;)o<i<n est une base de Fj,.

On a ainsi || Pr, (f)||* = Yo, < f.ei >2.

(e) On a Pr,(f) = %fjl cos’(rx)dr = 1.

On peut aussi écrire que cos®(mz) = 1 (cos(2mz) + 1) donc Pr, (f) = % (cos(2wz) + 1) pour n > 2.

(f) Pour f(z) = |z|, on a < f,ey >= %fol zdr = %, et < f,e; >= 2f01mcos(7rim)dx = %([xsin(piix)]é —

fol sin(piim)dx) = #([f cos(piix)](l)) = ﬁ. Par suite, on en déduit que § + 133 * & = fjl |z[*dz = 2.

?
2 . 4
On en déduit donc que > 7 & = 5=

O



2. (13 points) Soit E = R"™ pour n € N* et soit fi et fo deux formes linéaires non nulles sur E.
Pour z,y € F, on note

Y(z,y) = fi(x) f2(y) + fo(x) fr(y)-

(a) Montrer que v est une forme bilinéaire symétrique (1 pt). Donner la forme quadratique ®
associée & 1 en fonction de f1 et fa (0.5 pts).

(b) Rappeler la nature et la dimension de ker(f;) (0.5 pts).

(c) On suppose que ker(f1) = ker(f2). Soit a € E avec a ¢ ker(f1). Pour z € E, montrer que
y=zx—a 228 € ker(f1) (1 pt). Que peut-on alors dire de f2(y)? (0.5 pts) En déduire que
f1 et fa sont colinéaires (1 pt).

(d) Montrer que si ker(f1) = ker(f2) alors la signature de ® vaut (1,0) ou (0,1) (1.5 pts).

(e) On suppose que ker(f1) # ker(f2). Montrer que ker(f;) + ker(f2) = E (1 pt). En déduire
que dim (ker(f1) Nker(f2)) =n —2 (1 pt).

(f) On se place ici dans le cas o n = 2 et avec l’exemple suivant: pour (z1,z2) € E, on pose
fi(x1,m2) = x1+x2 et fo(xy, z2) = x1—2x9. A-t-on ker(f1) = ker(f2) (0.5 pts)? Déterminer
la matrice de ¢ dans la base canonique de F (0.5 pts). En déduire la signature de ® en
diagonalisant cette matrice (1.5 pts). Déterminer les vecteurs isotropes de ® (0.5 pts).

(g) On reprend maintenant le cas général ou n > 2 et ker(f1) # ker(f2). On note g1 = f1 + fo
et go = f1 — fo. Montrer que g1 et go sont deux formes linéaires non nulles et non propor-
tionnelles (1 pt). Ecrire ® a l’aide de g1 et g2 (0.5 pts) et en déduire que la signature de
® est (1,1) (0.5 pts).

Proof. (a) On a bien 9 (z,y) = ¥(y, z) pour tout (z,y) € E2. De plus ¢(x, \iy1 + Aaye) = f1(x) f2(A1y1 + Aay2) +
fo(@) fr(hayr +Xay2) = fr(@) (M fa(yr) + X2 f (y2)) + (M fr(n) + A2 f1(y2)) fo(z) = Mp(z, y1) + Aot (@, yo) pour tout
(z,y1,y2) € B et (A, A2) € R?, car f1 et fo sont des applications linéaires. Donc 1 est bien une forme bilinéaire
symétrique.

On a ®(x) = 2f1(x) f2(x) pour tout = € E.

(b) Comme fi est une forme linéaire non nulle, on sait que ker fi est un hyperplan de dimension n — 1.

(c) 1l suffit de montrer que fi(y) =0. Or fi(y) = fi(z) — fi(a) chig; = fi(z) — fa(z) = 0.

Comme ker(f1) = ker(f2), alors si y € ker(f1) alors y € ker(f2). Donc fa(y) = 0. Or fa(y) = fa(x) — fg(a)ﬁ—g;.

Donc f2(z) — f2(a) ’;igz; = 0, donc pour tout © € E, fo(z) = ;igi; fi(z), donc fi et fo sont proportionnelles (ou

colinéaires).

(d) Avec ce qui précede, ®(z) = 2f1(x) ;?EZ; fi(z) = C fi(z), ot C € R* et f1 est une forme linéaire non nulle.

D’apres le cours, on en déduit que la signature de @ est (1,0) si C' > 0 et (0,1) si C < 0.

(e) Siker(f1) # ker(f2), alors il existe b € ker(f2), b # Or, tel que b € ker(f2) et b ¢ ker(f1). Donc ker(f1)+Vect(b) C

ker(f1) + ker(f2). Mais comme dim(ker(f1)) = n — 1 et b ¢ ker(f1) on a dim(ker(f1) + Vect(b)) = n = dim(E).

Le seul sous-espace vectoriel de dimension n inclus dans E étant E lui-méme, on a bien E C ker(f1) + ker(f2) soit

ker(f1) + ker(f2) = E.

On sait que dim(ker(f1) + ker(f2)) + dim(ker(f1) Nker(f2)) = dim(ker(f1)) + dim(ker(f2)) car ker(f1) et ker(f2)

sont des sous-espaces vectoriels, donc dim(ker(f1) Nker(f2))=(n—1)+(n—1)—n=n—2.

(f) On a f1 et f2 qui ne sont pas colinéaires, donc ker(f1) ¢ ker(f2).

On a ®(x) = 2(z1 + x2) (21 — 222) = 222 + 2129 — 423, donc la matrice de v dans la base canonique de E est
2 1

(7 54)

On peut chercher les valeurs propres de cette matrice et on a A1 + A2 = —2, A1 A2 = —10: on en déduit que A1 >0

et A2 < 0 (ou l'inverse): la signature de ® est (1,1).

Les vecteurs isotropes de ® vérifient f1(z) = 0 ou f2(z), ils appartiennent donc & ker(f1) U ker(f2).

(g) On sait qu’une combinaison linéaire d’applications linéaires est une application linéaire: g1 et g2 sont bien des

formes linéaires. De plus ce sont des formes linéaires non nulles car sinon cela signifierait que f1 = f2 ou f1 = —fo

ce qui n’est pas possible car on a supposé que ker(f1) # ker(f2) donc f1 et f2 non proportionnelles. Si g1 et g2 sont

colinéaires, alors f1 + fo = a(f1 — f2) ot @ € R, d’out (1 — ) f1 = —(1+ &) f2: donc fi1 et f2 sont colinéaires ce qui

n’est pas possible. Donc g1 et g2 ne sont pas colinéaires.

On montre facilement que fi1 = (g1 4 g2)/2 et f2 = (g1 — g2)/2 donc ® = 2(g1 + g2)/2(g1 — 92)/2 = 2g7 — 395

® s’écrit donc comme une combinaison linéaire de carrés de formes linéaires non nulles dont un coefficient est positif

et Pautre négatif: la signature de ® est (1,1). O




