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Examen final, avril 2014

Examen de 2h00. Tout document ou calculatrice est interdit.

Vous pouvez traiter les questions dans l'ordre que vous désirez. Beaucoup de questions peuvent étre

résolues méme si les précédentes n’ont pas été traitées...

1. (15 points) Soit E un espace vectoriel de dimension n € N* muni d’un produit scalaire < -, - >.
Soit F' un sous-espace vectoriel de F tel que 1 < dim(F') < n—1 et on note F L Pensemble orthogonal
de F dans E. Soit u un endormorphisme de E tel qu’il existe (a, 3) € R? vérifiant:

(a)

(b)
()

(d)

Ve e F, u(zx) =azx et Vo € FL, u(z) = Ba.

Expliquer pourquoi pour tout 2 € E, il existe un unique (zp, zp1) € FXF- tel que 2 = zp+apL
(0.5pts). En déduire que u(z) = azp + frpe (0.5pts).

Pour (o, 8) = (1,0), montrer que upu = u (0.5pts). Qu’elle est alors I'application u (0.5pts)?

Pour (o, 8) = (1,—1), montrer que upu = Id (0.5pts). Qu’elle est alors l’application u
(0.5pts)?
On considére maintenant («, 3) quelconque. Déterminer les valeurs propres de u et les sous-

espaces propres associés (0.5pts). L’application u est-elle diagonalisable (0.5pts)? Suivant «
et 3, déterminer ker(u) et rang(u) (1pt).

Montrer que u* = u, ot u* désigne 'endomorphisme adjoint de u (2pts).
A quelles conditions sur « et 3, u est-elle une isométrie vectorielle (1.5pts)?

On note e = (e, - - -, €,) une base orthonormale sur F, M la matrice de v dans e et pour x € E,
on note X le vecteur colonne des coordonnées de x dans e. Soit ®(x) = XM X. Montrer que
® est une forme quadratique sur E (0.5pts). Déterminer la signature de ® (1pt). Si « et
sont de méme signe, quels sont les vecteurs isotropes de ® (0.5pts)?

On se place dans le cas ol E = R?, < -,- > est le produit scalaire classique de R? et e est la
base canonique de R3. Soit f(v) = x +vy + z pour tout v = (x,y, z) € E. Montrer que f est une
forme linéaire sur E (0.5pts). On suppose alors que F' = ker f. Déterminer dim(F’) (0.5pts),
F* (1pt), M (2pts) et ® (0.5pts) en fonction de « et 3.

Proof. (a) On sait que comme E est dimension finie alors E = F' @ F. Donc pour tout z € E, x s’écrit de maniére

unique sous la forme z = zp + T .

On a donc u(z) = u(zr +zp1) = u(zr) + u(xpL) car u est linéaire. D’aprés la définition de u, on en déduit que
u(z) =azp+ BxpL.

Pour tout z € E,onaxz =xr + xp1. Dol u(z) = zr et u(u(z)) = u(zr) = zr = u(x).

u est la projection orthogonale de x sur F.

Pour tout z € E, et avec x =z + xp1, on a u(z) = zr —xpL et uw(u(z)) =ulzr —zp1) =2r — (—2pL) = .
D’ou u(u(z)) = .

u est la symétrie orthogonale de = sur F'.



(d) 1l est clair que « est une valeur propre de u ayant pour sous-espace propre F et 8 est une valeur propre de u
ayant pour sous-espace propre F1.
Comme dim(F) + dim(F*) = dim(E), on en déduit que F est somme directe des sous-espaces propres de u donc
u est diagonalisable.
On sait que ker(u) est le sous-espace associé & la valeur propre 0. Donc si « = 0 et 8 # 0, ker(u) = F et
rang(u) = n — dim(F), si 8 = 0 et a # 0, ker(u) = F* et rang(u) = n — dim(F+) = dim(F); si (o, 8) = (0,0)
alors ker(u) = E et rang(u) = 0. Dans tous les autres cas, ker(u) = {Og} et rang(u) = n.

(e) Soit (x,y) € E? avec x = 2p + 2pr et y = yr +ypr. On a < u(x),y >=< axr + Brpi,yr + ypL >.
En utilisant le fait que F' et F* sont orthogonaux, donc < Tr,YpL >=< Tpi,yr >= 0, on en déduit que
<u(z),y >=a < zp+yr > +0 < p1,yrr >. Delaméme manitre < z,u(y) >==< cr+2pr,ayr+BypL >=
a<zp+yr >+B < Tpi,ypr >. Aisni < u(z),y >=< z,u(y) > pour tout y € E, donc u* = u.

(f) Une condition nécessaire et suffisante pour que u soit une isométrie est que u* = u~'. Ceci signifie déja que a et
B sont non nuls (pour que ker(u) = {0}). Comme u* = u, on doit donc avoir u(u(z)) = z pour tout z € E. En
utilisant = xp + 1, et u(z) = axp + BxpL, on doit avoir o’ zp 4+ B2 xpi_xp + 5o, donc o = 82 =1, ou
encore o = +1 et f = +1.

(g) @ est une forme quadratique sur E car M est une symétrique du fait que u* = w.
On sait que les valeurs propres de M sont « et 3, donc la signature de ® est: (n,0) si @ > 0et 8> 0, (0,n) si
a<0et B <0, (dim(F),n —dim(F)) sia > 0et <0, (n—dim(F),dim(F)) si § > 0 et a < 0, (dim(F'),0)
sif=0eta>0, (0,dim(F))sif=0et a<0,(n—dim(F),0)sia=0et >0, (0,n—dim(F))sia =0 et
B < 0 et enfin (0,0) si (a, 5) = (0,0).
Si a et 8 sont de méme signe, les vecteurs isotropes s’écrivent sous la forme o Z?Z’(F) yZ2+ 8 Z?:dim(mﬂ y2=0
soit y; = 0 pour tout i: le seul vecteur isotrope est Og.

(h) On montre facilement que f(A1v1 + A2v2) = A1f(v1) + A2 f(v2), donc f est une application linéaire & valeurs dans
R: c’est une forme linéaire sur E.
F est le noyau d’une forme linéaire non nulle, donc f est un hyperplan de E, donc de dimension 2.
1l est facile de voir que f(v) =< (1,1,1), (z,y, 2) > pour tout (z,y, 2) € E, donc comme F = ker(f) = {(1,1,1)}*
on en déduit que F* = Vect((1,1,1)).
Une base orthonormale de F' est donc (271/2(17 —1,0),671/2(1, 1, 72)) et pour F* on choisit 37/2(1,1,1). En

9—1/2 6—1/2 3-1/2 a 0 0 9—1/2  _9-1/2 0
conséquence M = PD'P, soit M = —271/2 6-1/2 371/2 0 o O 6712 6712 _2xel/?
0 _9xg-l2 g-1/2 0 0 B 3-1/2  g3-1/2 3-1/2

2a+p)/3 B-a)/3 (B—a)/3
et ainsi M = B-—a)/3 (2a+p)/3 (B—a)/3

B-a)/3 (B-a)/3 (2a+p)/3
Enfin, ®((z,vy,2)) = (%‘TW (> +y> +2%) + @ (zy + 2 + y2).

O

2. (17 points) Dans cet exercice, on pourra utiliser les deux résultats connus: (1) si f est une fonction
continue sur R, alors [*°_|f(t)|dt = 0 implique f = 0; (2) [°° e /2dt = /2.

oo
Soit F = {f:R — R, continues sur R et telles que / f2(t)e_t2/2dt < 00}
—00

(a) Montrer que pour tout (z,y) € R?, (z + y)? < 2(22 + 3?) (0.5pts). Montrer que E est un
espace vectoriel (1.5pts).

(b) Montrer que R[X], ensemble des polyndmes & coefficients réels, est inclus dans E (1pt).

(c) Pour (f,g) € E?, on note < f,g >= [*_ f(t)g(t)e_tQ/th. Montrer que < f,g > existe pour
tout (f,g) € E? (1.5pts) puis que < -,- > est un produit scalaire sur E (1pt).

(d) Pour tout n € N et = € R, on note Hy(z) = (—1)"*"/2 x %(e*ﬁm) (on aura ainsi Hy(z) =
/2 x e=%"/2, Hy(z) = —e®/2 (e*x2/2)', Hy(z) = e/2 x (e*x2/2)", etc..). Montrer que
Ho(z) =1, Hi(z) = 2 et Hy(z) = 22 — 1 (0.5pts).

(¢) Montrer que pour n € N, H, 1(z) = (—1)"e"/2 x %(we‘xQ/Q) (0.5pts). En utilisant la
formule de la dérivée n-ieme d’un produit de deux fonctions, en déduire que pour tout n € N
et tout z € E, Hy1(z) = 2 Hyp(z) —n Hy—1(x) (1.5pts). En déduire H3(z) (0.5pts).

(f) Montrer par récurrence que pour tout n € N, H,, est un polynome de degré n dont le coefficient
de degré n est 1 (1.5pts).



Montrer que pour 1 <n < m, < H,, Hp, >= [° H/(x )387:; 11( —2*/2)dy (1pt). En itérant le
procédé, en déduire que (Hy)nen est une famllle orthogonale de E (1.5pts) et que pour tout
n € N, | H,||?> =< H,, H, >= /27 x n! (1.5pts).

Pour n € N, déterminer une base orthonormale de R,,[X], ensemble des polynomes de R[X] de
degré inférieur ou égal a n (0.5pts).

Soit f(z) = e*. Montrer que f € E (0.5pts). Déterminer le polynéme P € R[X]| qui minimise
If =PIl (2pts).

Proof.  (a) Ona2(x®+4y?) — (z+y)? =22 —-2zy+5y? = (x—y)? > 0.

Il suffit de montrer que E est un sous-espace vectoriel de ’ensemble des fonctions continues de R dans R,
que lon sait étre un espace vectoriel. Pour cela, on prend (fi, f2) € E?, alors fi + f2 continue sur R et
I (h + )2 (e 2dt < 2 [ ff(t)e_t2/2dt+2f:o F2(t)e™"/2dt < 0o donc fi+ f2 € E. De plus pour tout
AERet f € E, Af est continue et [ (Af)2(t)e™"/2dt < X2 [ f2(t)e™"/2dt < oo, soit Af € E. Ainsi E est
bien un sous-espace vectoriel.

—z2/2

Soit P un polynéme quelconque de R[X] de degré n. Alors P est continue sur R et x> P?(x)e — 0 quand

|z] = oco: d’apres le Théoréme de comparaison avec une intégrale de Riemann, on a ffooo P2 (t)eftzmdt < oo.
1l suffit de montrer que fjooo f(t)g(t)eft2/2dt converge. On a |zy| < %(502 + y?) pour tous z,y € R, donc
I [f(t)g(t)|eft2/2dt < %(ffooo fQ(t)eftzmdt + fix;o g2(t)eft2/2dt> < oo. Ainsi < f,g > existe pour tout

oo
f,g€E.
Il est clair que < f,g >=< g, f >, que < f, 191 + Xag2 >= A1 < f,91 > +X2 < f,g2 >, que < f,f >> 0 et

enfin, comme t € R > f2 (t)67t2/2
On a bien-stir Ho(z) =1, Hi(z) = (—1)6”2/2 x ze /2 =z et Hy(z) = e’/ x (e‘””z/2 - xQe_”c2/2) =27 - 1.

On a Hn+1($) — ( 1)n+1 x /2 88;:1 (%E—QZ/Q) — (_1)n+16x2/2%( _ xe—x2/2) _ (_1)neg¢2/2 « %(IL’ e—x2/2).

est continue et positive sur R, si < f, f >= 0 alors f = 0.

On sait que (fxg)™ = ZZ:O ( Z )f<p)g("_p) pour f et g n-fois dérivables. On applique celaa f(z) =z et g(z) =

—z2/2 an —z2/2\ _ n an—l 1 —x2)2 n
e etona 5= (xe )—(n_l)lxiazn,l(e )Jr(n)xx
Hypyi(z) = (71)”6362/2 X (n%(e‘zzﬁ) + x%(e‘zz/z)). Par suite, on a bien H,11(z) = —nH,-1(z) +
xHp(z) pour tout z € R et tout n € N™.
Ainsi pour n = 2, H3(z) = —2H:(z) + xHz(z) = 2* — 2 — 2z = 2 — 3.
Soit P(n) la propriété ” H,, est un polynoéme de degré n dont le coefficient de degré n est 17. 1l est clair que P(0),
P(1) et P(2) sont vraies. Supposons que P(n — 1) et P(n) sont vraies. Alors comme Hp41(z) = —nHp—1(x) +
xHp(z), on a H,(z) qui est polyndéme de degré n + 1 dont le coefficient de degré n+ 1 est 1 et —nH,—1(x) qui
est un polynéme de degré n — 1. Donc H,+1 est bien un polynéme de degré n + 1 dont le coefficient de degré
n+1est 1: P(n+ 1) est vraie donc par récurrence P(n) est vraie pour tout n € N.

On a par intégration par parties, < H,, H, >= ffooo H,(x) o (eiZQ/Z)d:c = [H (z )am (6712/2)]i000 +

—_ 2 ’ .
B (e z /2). En conséquence on obtient

dx™ Eruo

f H,(z ;Tn 11 ( 7”2/2)d:c4 Comme aa:,; (6712/2) s’écrit comme un polynéme multiplié par e™* /27 on en déduit

am (,—z2/2 . g —a2/2 .. o™ ([ —a?)2 B
que Hp () 5 (e est un polynome multiplié par e , donc tend vers 0 en £co et ainsi [Hn(m) S (e )] =
0. D’otu le résultat. . , B ,
On peut continuer les IPP et ainsi < H,,, H,,, >= ffooo H)(z )a‘9 — ( - /2)dm =...= ffooo Hfln)(x) aaxm,n (67’“” /Q)dx.

m—n 2

Donc si m > n, on peut méme continuer encore le procédé et on a < H,,, Hy, >= fjooo H,g"H) (as)a‘zcmi,n,l1 (67” /Q)dx =

0 car H est de degré n donc H ™Y = 0. Ainsi (H,) est une famille orthogonale.

Si m = n, alors < H,, H, >= ffooo Hﬁn)(x)%(efﬁﬂ)dw =n! ffooo e~ 2y = V2w n! puisque H, = 2™ + - - -,
H\(z) =nz" '+, H!(z) =n(n—1)z""2 +---, etc.., et donc H,(z) = nl.

I est clair que si on pose Hj = H,/(v/2mn!)~*/? alors (H{, H,---, H},) est une base orthnormale de R.,[X].

. . . . - 2
On a bien z — €® qui est une fonction continue sur R et z2e*Te2 /2

ffooo e " 2dy < oo et fekE.

Il revient de calculer < f, Hy > et < f, H; >, puisque le projeté orthogonal de f sur R1[X] vaut Pg,x)(f) =<
[ Hy > Ho+ < f,H{ > H{ = (2n)""/*( < f,Ho > Ho+ < f,H1 > H1). Mais < f,Ho >= [~ e " 2dy =
el/? f_oooo e~ (@D /2gy — (172 foo 7y2/2dy = e'/2/27. De méme, on obtient que < f, H; >= ffooo ze®e 2y =
el/? ffooo ze~ (=D 2y = 1/2f (y+1)eV /Qdy e'/2\/2r. Ainsi Prix(f) = e'/2(1 4 z) est le polynéme de
R+ [X] qui minimise || f — P||.

— 0 pour x — Zoo donc on a bien

O



