Correction de quelques exercices de la Feuille n° 2:

Une application en analyse: les séries de Fourier

(1) (*) Pour n € IN, déterminer le développement en série de Fourier de f(x) = cos™(z).

Proof. 11 suffit de linéariser f. Pour cela on écrit f(z) = Q—In(em +eTi)n = 2% > =0 Cketkre—i(n=k)z  Donc

f(;v) — 2% ZZ:O Cyliei(zk—n)z.

Si n est pair, alors 2k — n est pair et on peut écrire que
n/2 1 n/2

f(@) = 27 cn’? + Z CheiR)e 4 Z C£7k6i<72k)z) = o (02/2 +2 Z CF cos(2kz)).

k=1 k=1

Si n est impair alors 2k — n est toujours impair et

1 (n—1)/2 (n—1)/2 1 (n—1)/2
f(x ( Z Ck i(2k+1)x + Z Cn k 71(2k+1)z) — TS Z CTI?, COS((2’€+ 1)I)
0

(3) (*) Soit la fonction 27-périodique f définie par f(z) = = si |z| < w et f(7) = 0.
(a) Déterminer la série de Fourier de f. Cette série de Fourier converge-t’elle vers f? En quel

(b)

sens ? ,
" 1 ; 1
En déduire les sommes des séries Z o +1 ;D oz puis ) [CZESIER

P'r‘OOf. f est impaire, et elle est C! par morceaux sur IR, mais non continue en 7 modulo 27. On pourra donc
appliquer le Théoreme de Dirichlet. On peut calculer ses coefficients de Fourier:

an(f) = 0) pour n € IN¥;
2 [T 2 1 [7
bu(f) = 7/ o sin(na)ds = 7([ B cos(n:v)w]g + ,/ cos(nx)dﬂﬁ)
7 Jo s n nJo
2 1"
= —({(-1)"n) = QQ pour n € IN*.
™m n
oo
1 sin(nx)
La série de Fourier de f est Sy¢(x E -1) ) Elle converge vers f ponctuellement sur | — 7, 7| car

on peut appliquer le Théoreme de Dlrlchlet (la fonctlon f est continue). En 7 (modulo 27), elle comverge vers
(f(xH)+f(77)]/2 = (m—m)/2 = 0 = f(m) donc elle converge aussi vers f en 7 (modulo 27). De ceci, on en déduit

que pour z = 7/2, comme sin((2n+1)m/2) = (—1)" et sin(2nn/2) = 0, alors f(g) = g = Sf(g) =2 Z " ,

:02n+1
oo
a3

Si on apphque le Théoréme de Bessel (ce qui est possible puisque la fonction est continue par morceaux), on

n

obtient:
1 =1 1 1
52 b (f) = 2:7—;/ 2d$:§ﬂ'27
n=1 n=1
o 2
1 g
don Y — ="
2=
n=1

Enfin comme

ZE Z 2n + 1)2 Z :Z(Qn—i-l) ZZF

n=1 = = n=0 =

onendéduitquei¥:§iizﬁ. O
n—

«(@2n+1)2 4= n? 8

(6) (**) On considere la fonction 27-périodique sur IR définie sur [—m, 7[ par f(z) = cos 5.
(a) Tracer f sur [—4m,4n].
(b) Calculer les coefficients de Fourier de f.

(c

)
)
)

Quelle est la nature de la série de Fourier S f de f7
(=D"

(d) Déterminer les sommes des séries > - | -3—7 et Do 1227
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PTOOf a) f est paire, continue par et de classe C! sur [—m, 7).
(b) On a donc bn(f) = 0 pour tout n € IN*. De plus:

an(f) = % /07T cos(nz) cos(z/2)dx = % /07r (cos((n +1/2)x) + cos((n — 1/2)z))dz
1 sin((n+1/2)z) | sin((n —1/2)x),~ _ 1 sin((n+1/2)m)  sin((n —1/2)m)

= n+1/2 n_1/2 Jo =7 ( nt1/2 n—1/2 )
e R
T n+1/2 n-—1/2 T n2-—1/4

L& (Y
O t li le Théore de Dirichlet et d = —(2 — _
(c) On peut appliquer le éoréme de Dirichlet et on a donc f(x) 7r( Z 214

n=1

cos(nz)) la convergence

étant uniforme (car la fonction f est continue sur [—m,7]).
(d) Si on applique la formule précédente pour x = , on obtient que
o0 oo

1 1 1
S =0=20@-2 5oy = Xgeoit

T —1

N | =

De plus, si on applique la formule pour z = 0, on obtient que

1 = (=)™ 1
f(0)717;(2—;n2_1/4) Z4n2 T2
O

(***) Montrer que si une série trigonométrique converge uniformément sur [0, 7], alors elle est iden-
tique a la série de Fourier de sa somme. Donner la série de Fourier d’un polyndéme trigonométrique.

Montrer que la série trigonométrique :ii SWLL converge simplement sur IR. En utilisant la for-

mule de Parseval, montrer qu’elle est différente de la série de Fourier de sa somme.

Proof. On considére donc gn(z) = Yp_, oy cos(kz) + B sin(kz) et on suppose que (gn) converge uniformément
vers g sa limite. Alors, comme les fonctions z — ay cos(kz) + By sin(kx) sont continues sur IR on en déduit que g
est continue. Par ailleurs, g(x) = > 72 a cos(kz) 4 B sin(kz). Comme g est continue donc intégrable, on montre
facilement que an (g) = % 7 (3052 ak cos(kz) + By sin(kz)) cos(nz)dx et comme la série converge uniformémement
on peut intervertir la somme et Pintégrale donc an(g) = > 5o, % J7. (ak cos(kz) + By sin(kx)) cos(nz)dz = o pour
n > 1 et ap(g) = 2ap. La méme chose pour b, (f). Donc Sy = g.

Si g = gn alors il est bien clair que Sy = gn aussi.

La série Z+°° % converge simplement. On élimine d’entrée le cas o © = = [n] puisqu’alors la série est

nulle. Pour le montrer on utilise la transformation d’Abel, en écrivant que A, = ZZ 1 sin(kz) et Ag = 0, puis

in FJREN N in N N-1 A
SRE = (Ap — Ap_1) = don 3000, %.:Zn:lflnﬁ—zn:o An =y Nt An(s = omrp) + A
Mais A, = Im(EZzl e““”) = Im(e”” 117861; ) = sin((n + )x/2)% pour z # 7 [r]. Donc pour x # w [x],
|An| < 1/sin(xz/2) et comme ﬁ - \/%H 2711\/; pour n — 00, on en déduit que z A (f \/7) converge

absolument quand N — oo d’aprés le théoréme de comparaison (puisque > n~ 3/2 converge) et ’:}—% — 0 quand

N — oco. Il y a donc bien convergence simple sur IR.
D’apres ce qui précede, finalement on peut montrer avec la transformation d’Abel que la série Z+f° % converge

sin nx

uniformément sur tout intervalle fermé inclus dans 0, 27[. En conséquence, comme z — est continue sur IR, on

en déduit que la fonction z — est continue sur |0, 27[. De plus, en 0 cette fonctlon vaut 0. La question est

+oo sinnzx
n=1 /n

donc la limite de cette fonction en 0F. Si celle-ci existe, on peut appliquer le Théoréeme de Bessel et le développement

en série de Fourier de Z+°° % serait lui-méme. Mais cette fonction ne converge pas dans £2 puisque 3 (1/+/n)?

diverge. On en déduit que la limite de cette fonction en 0T n’existe pas, et donc la série de Fourier de f n’est pas f.

O



