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Corrections de quelques exercices de la feuille n® 3:

Formes linéaires et espace dual

(*) Soit E un espace vectoriel muni d’un produit scalaire (,) et xy € E. Montrer que 'application
x € E > (x,1z0) est une forme linéaire sur F. Déterminer son noyau.

Proof. Cest une forme linéaire d’apres la propriété de bilinéarité du produit scalaire. Par ailleurs, si u(z) = (zo, z),

keru = {z € E, (x,z0) =0} = 2o~
O

(*) Soit E = R"[X]. L’application P € E + P’(0) est-elle une forme linéaire sur E?
Proof. Si u(P) = P'(0) € R alors u(AP) = (AP)’(0) = Au(P) pour tout A €g et tout P € E. Pour P,Q € E, on a

bien u(P + Q) = (P + Q)’'(0) = u(P) + u(Q).
]

(*) Soit E = C°([0,1]), ensemble des fonctions continues sur [0, 1]. Montrer que f € E + fol t f(t)dt
est une forme linéaire sur E.

Proof. Pour A € Ret f,g € E, et avec u(f) = fol t f(t)dt € IR, on a bien u(Af) = du(f) et u(f + g) = u(f) + u(g)

d’apres les propriétés de linéarité de 'intégrale. O
(**) Soit E lensemble des suites numériques (u,)nen telles que Y 02 ju? < co. Montrer que
F={(un)new € E, 307, = 0} est un s.e.v. de E. Montrer que dim(F) = oco.

Proof. On montre d’abord que E est un e.v. Pour cela on montre que E est un s.e.v. de S I'ensemble des suites
numériques. Ceci est vrai car 1/ la suite nulle appartient & F; 2/ pour tout A € IR et toute suite (un) € E, il
est clair que (\up) € E car Y (Aupn)? = A2Y u2 < oo; 3/ si (un) et (vn) sont deux suites de E, on sait que
(un 4+ vn)? < 2(ud +v2), donc S (un + vn)? <23 u2 + 2302 < oo, donc (un) + (vn) € E.

Pour montrer que F est bien un s.e.v. de E, il suffit de considérer I'application f : (un) € E — nu-:l' Cette
application f est clairement une forme linéaire qui existe car d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz (avec le produit

scalaire <u7 U> = Zunvn)7 (Z nu$’1)2 < (Zu%)(z m) = %E(Zu%) < 0. Or F est le noyau de f, donc F' est

bien un s.e.v. de E.

Pour montrer que dim F' = oo il suffit de montrer que dim £ = oo car on sait que F' est un hyperplan de E. Or les

suite (uE{”) telles que u;”) = (n+1)"P pour n € IN appartiennent & E dés que p € IN*. De plus ces suites sont

libres entre elles. En effet pour tout k& € IN*, tout (A1,...,Ax) € R¥ et tout p1 < pa < --- < pr, € IN*F alors si

Zle )\gu%p“) = 2521 )\g(%ﬂ)pz = 0 pour tout n € IN. Or la derniére équation peut se voir comme une équation

polynomiale de degré pi admettant une infinité de racines, les 1/(n+ 1) avec n € IN. La seule possibilité est donc que
(p)

Ai = 0 pour tout ¢: les (uy, ) forme bien une famille libre de E. Or cette famille est infinie donc dim F' = oco.
O

(**) Soit E un espace vectoriel de dimension finie n et soit u et v deux formes linéaires sur E telles
que keru # ker v. Déterminer les dimensions de ker u + kerv et de ker u N ker v.

PT‘OOf. On suppose que u et v sont des formes linéaires non nulles (sinon le résultat est évident puisqu’alors keru = E
si u est nulle et keru + kerv = E, keru Nkerv = kerv). On sait alors que dimkeru = dimkerv = n — 1 donc
dim(ker u +kerv) > n —1. Comme keru # kerwv, il existe z,, € kerv # 0 mais z,, ¢ keru tel que E = ker u @ vect(zy)
(si un tel z, n’existait pas cela signifierait que keru = E). On en déduit donc que ker u + kerv = E. De plus d’apres
le cours on sait que dim(keru Nkerv) =n — 2.

O

(**) Soit E =R". Pour z = (z1, - ,x,) € E, on pose fi(x) =x; — x;41 pouri =1,--- ,n—1et
fn(z) = 2, —21. Montrer que la famille (f;)1<;<s, est une famille de formes linéaires sur E. Rappeler
ce quest E*. A quelle condition (f;)i1<i<n est-elle une base de l'espace dual E*? Dans le case ou
c’est bien une base duale de E*, exprimer toute forme linéaire f € E* dans cette base.

Proof. Chaque f; est une combinaison linéaire des x;: c’est donc bien une forme linéaire sur E.
E* est I’ensemble des formes linéaires sur E. Pour que les n formes linéaires f; constituent une base de E* que 'on sait
de dimension n, il est nécessaire et suffisant que ce soit une famille libre. Soit donc (X\;)1<i<n telle que Yo7 | A; f3 = 0.
On obtient donc que pour tout z = (z1,...,2n) € E, z?:_f Ai (i — it1) + An(@n — x1) = 0. Cela n’est possible
que si Ajy1 —A; =0 pour tout ¢ = 1,...,n —1 et Ay — Ay, = 0. Ceci implique que A\; = A1 pour tout ¢, mais pas
nécessairement que les \; soient nuls: ce n’est donc jamais une base duale de E.

O
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(**) Soit E = IR"[X], soit a € IR et pour tout & = 0,1,--- ,n, on pose Py(X) = (X — a)k.
Montrer que e = (Py, Py,--- , P,) est une base de E. Déterminer la base e* duale de e et calculer
les composantes sur e* de la forme linéaire ¢ : P +— foa P(t)dt.

PT‘OOf. Il est bien clair que les P; forme une famille libre de E car ils sont tous de degrés distincts. De plus la
dimension de F est n + 1 et la famille e est de taille n + 1: c’est donc bien une base de E.

La base duale e* de e se définit par les applications linéaires f telles que f; (P;) = d;5. Ceci signifie pour j = 1 que
ffA) =1et ff((X —a)’) =0 pour tout 4 = 1,...,n et tout X € IR. Pour cela il suffit de prendre I’application
qui & P associe P(a). De la méme maniere, on trouve que f} : P v P (a)/4! vérifie bien f; (X —a)f) =1et
f7 ((X = a)?) = 0 pour i # j.

Il est clair que ¢ est bien une forme linéaire sur E. Elle s’écrit donc comme une unique combinaison linéaire des f;.

De plus d’aprés la formule de Taylor prise en a, pour tout P € E, P(x) = > 7_, P<k)( ) (z— a) , donc
T — a)k+1 n ( )k+1

ZP(k)( / (Iia T FS ZP(k)( [ (k+1)! ] :Z(k‘+l)| S
O

(**) Soit E = M,,(IR) I'espace vectoriel constitué des matrice carrées de taille n & coefficients réels.
Montrer que M € E +— Tr(M), trace de M, est une forme linéaire sur E. Soit maintenant ¢ une
forme linéaire sur E vérifiant ¢(AB) = ¢(BA) pour toutes matrices A, B de E. Montrer alors que
¢ est proportionnelle a 'application Tr.

PTOOf, 1l est clair que dim E = n?. De plus comme Tr est une forme linéaire, alors son noyau est de dimension
2 — 1. Il est facile de donner une base de ce noyau. En effet, les matrices A;j;, nulle partout sauf ligne 4 et colonne

j ou le terme vaut 1 forment une base de E. On s’apercoit donc que les n? — n matrices A;j aveci # jetlesn—1

matrices B; = A11 — A;; pour @ = 2,...,n forment une base de ker Tr. Il ne nous reste plus qu’a montrer que ces

n? — 1 matrices appartiennent également 3 ker ¢ et on aura ainsi montré que ker ¢ = ker Tr.

Pour montrer que A;; appartient a ker ¢, il suffit de voir que pour i # j, A;;A;; = A;; mais Aj;A;; = 0. Or

d(AijA ;) = $(Aj;Ai;) d’apres la définition de ¢, donc ¢(A;;) = ¢(0) = 0 et donc A;; € ker ¢.

Pour montrer que B; € ker ¢, on voit que pour i = 2,...,n, ¢p(A;1A1141:) = ¢(Ais) et p(A11A1:441) = p(A11A11) =

¢(A11). Or ¢p(A;1A11A1:) = p(A11 A1, A1) dapres la définition de ¢, donc ¢(A;;) = ¢(A11) et donc ¢p(A11 — Ayy) =

#(Bi) =

De ceci, on en déduit que ker Tr C ker ¢. Donc si ¢ est non null, alors ¢ est proportionnelle a Tr. Si ¢ est nulle alors

on a aussi ¢ est proportionnelle & Tr. O



