
1

Université Paris I, Panthéon - Sorbonne
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1. (13 points) On définit In =

∫

∞

0

dx

x1/n(1 + x)
pour n ∈ N∗.

(a) Montrer que I1 n’existe pas, mais que In existe pour n ≥ 2.

(b) On cherche la limite de (In) lorsque n → ∞. A cette fin, on définit Jn =

∫ 1

0

dx

x1/n(1 + x)
et

Kn =

∫

∞

1

dx

x1/n(1 + x)
pour n ≥ 2. Déterminer lim

n→∞

Jn.

(c) Montrer que x1/n(1 + x) ≤ 2x1+1/n pour tout x ≥ 1 et n ≥ 2. En déduire une minoration
de Kn pour n ≥ 2, puis lim

n→∞

Kn et enfin lim
n→∞

In.

(d) Faire le changement de variable y = x1/n dans KN , en déduire un équivalent de Kn quand
n → ∞, puis un équivalent de In.

2. (9 points) Soit D =
{

(x, y) ∈ R2, 0 ≤ x ≤ 1 et 0 ≤ y − x ≤ 1
}

et soit

A =

∫ ∫

D
xy−x dxdy.

(a) Tracer D.

(b) Montrer que A existe, puis que A =

∫ ∫

[0,1]2
uv dudv..

(c) Soit J =

∫ 1

0

1− t

ln t
dt. Montrer que J existe.

(d) Calculer A en utilisant le Théorème de Fubini.

(e) En utilisant dans un autre sens le Théorème de Fubini, montrer que J = − ln 2.


