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. P *°  dx x
1. (13 points) On définit [ :/ pour n € N™.

o xV/"(1+x)

(a) Montrer que I} n’existe pas, mais que I,, existe pour n > 2.

1 d
(b) On cherche la limite de (I,,) lorsque n — co. A cette fin, on définit J,, = / L —
o zV/n(1+x)
K, :/ dix pour n > 2. Déterminer lim J,.
1 /(14 2) n—00

(¢c) Montrer que z'/"(1 + z) < 221/ pour tout = > 1 et n > 2. En déduire une minoration
de K,, pour n > 2, puis lim K, et enfin lim I,.
n—oo n—oo

(d) Faire le changement de variable y = z'/" dans Ky, en déduire un équivalent de K,, quand
n — oo, puis un équivalent de I,.

Proof. (a)Onal; = fooo %. Probléemes de convergenceen O et en 1. En 0, ﬁ ~ %, et comme fol % dx = o0,
donc d’apres le Théoréme de comparaison, I; diverge [1.5pts].

Pour n > 2, soit fn(z) = m pour z > 0. Cette fonction est continue sur ]0,00[. Il y a donc un probléme

de convergence en 0 et en 1. En 0, fn(z) ~ ﬁ et comme fol ﬁdm converge (car 1/n < 1/2), d’apres le
Théoréme de comparaison fol fn(x)dx converge. En 400, fn(z) ~ ﬁ Comme 1+ 1/n > 1, c’est une intégrale
de Riemann convergente, donc d’apres le Théoreme de comparaison f 100 fn(z)dz converge. Ainsi I,, converge pour
n > 2 [2.5pts].

(b) Pour la limite de J,, on utilise le théoréme de convergence monotone: f,(z) — (1 +x)71 pour z €]0, 1] et en plus
0 < fat1(z) < fu(z) pour z €]0,1] et n > 2 (car /™Y > z1/™) Donc J,, — fol(l + ) 'dz = [In(1 + )]s =In2
[2.5pts].

(c) 1l est clair que pour z > 1, 1 + 2 < 2=, d’ot le résultat [0.5pts]. On en déduit que f,(z) > 227 '7'/", donc
K, > % floo Yy = 5. D’apres le Théoreme de comparaison, K, — +o0o [2pts]. On en déduit que I, — +oco
[0.5pts].

(d) On a un changement de variable admissible (bijectif et C') et K, = n

0o yn—2
1 14y™

dy [0.5pts]. D’apres le

Théoreme de Lebesgue, % — y% pour y > 1 quand n — oo et pour n > 2, %y%, avec floo y% dy < oo donc
floo %;i dy — floo y% dy = 1. Ainsi K, ~ n quand n — oo [2.5pts], et donc I,, ~ n (car J, — In2) [0.5pts].

O

2. (9 points) SoitD:{(x,y) eER? 0<z< 1et0§y—x§1} et soit

A:// Y7 dxdy.
D

(a) Tracer D.



(b) Montrer que A existe, puis que A = / / u’ dudv..
[0,1]2

11—t
(c) Soit J = / dt. Montrer que J existe.
o Int

(d) Calculer A en utilisant le Théoréme de Fubini.

(e) En utilisant dans un autre sens le Théoreme de Fubini, montrer que J = —1n 2.

Proof. (a) On obtient un losange [1pt].

(b) On a (z,y) — ¥~ qui est continue pour (z,y) € D, donc A existe [1pt]. On utilise le changement de variable
u=ux, v =y —x et on obtient la nouvelle expression de A [1pt].

(c) Concernant le probleme de convergence en 1. Or Int = In(1 + (t — 1)) ~ ¢t — 1 pour ¢t — 1. Donc =% ~ 1
pour t — 1. Donc la fonction peut étre prolongée par continuité en 1, donc il y a bien convergence en 1. En 0,
1=t L 0. Donc on peut également prolonger par continuité la fonction en 0 [2.5pts].

(d) On peut utiliser le Théoréme de Fubini et on a

Int Int
1 1 -
// u’ dudU:/ [/ u’ du}dv:/ dv =1n2 [1.5pts].
[0,1]2 0 0 o vH+1

(e) On peut aussi écrire

1 1 - L
// u’ dudv = / [/ evin dv} du = / —[e"™")gdu = / ——du=-J [1.5pts].
0,12 o o o Inu o Inu

On en déduit donc J = —In2 [0.5pts]. O




