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1. (17 points) Pour f : [0∞[7→ R une fonction continue sur [0,∞[, on dé�nit, si elle existe, la

fonction f̂ appelée transformée de Laplace de f et telle que:

f̂(p) =

∫ ∞
0

f(t)e−ptdt.

(a) Pour i = 1, 2, 3, déterminer l'ensemble de dé�nition de f̂i et calculer explicitement f̂i, où
f1(t) = et, f2(t) = 1 et f3(t) = et

2
.

(b) On suppose désormais qu'il existe α ∈ R tel que supt∈[0,∞[ |e−αtf(t)| < ∞. Montrer que f̂
est dé�nie sur ]α,∞[.

(c) Montrer que f̂ est continue sur ]α,∞[.

(d) Montrer que f̂ est de classe C1 sur ]α,∞[ et préciser (f̂)′. Lorsque f est positive, la fonction

f̂ est-elle monotone?

(e) Pour n entier plus grand que α, montrer que nf̂(n) =
∫∞
1 nf(t)e−ntdt+

∫ n
0 f(t/n)e

−tdt (on
pourra utiliser un changement de variable). Majorer la première intégrale de cette somme

et en déduire qu'elle tend vers 0 quand n → ∞. En utilisant le Théorème de Lebesgue,

déterminer la limite de la seconde intégrale et en déduire que limn→∞ nf̂(n) = f(0).

Proof. (a) Pour les 3 fi, il y a un problème de convergence uniquement en ∞.

On a f̂1(p) =
∫∞
0
e(1−p)tdt, qui existe si p > 1. Alors f̂1(p) = (p− 1)−1 (1pt).

On a f̂2(p) =
∫∞
0
e−ptdt, qui existe si p > 0. Alors f̂2(p) = p−1 (1pt).

On a f̂3(p) =
∫∞
0
et

2−ptdt, qui n'existe jamais (1pt).

(b) Soit p > α. Alors f̂(p) =
∫∞
0
f(t)e−ptdt ≤

∫∞
0
|e−αtf(t)|e(α−p)tdt ≤ supt∈[0,∞[ |e−αtf(t)|

∫∞
0
e(α−p)tdt. Or∫∞

0
e(α−p)tdt existe si p > α, donc f̂ est dé�nie sur ]α,∞[ (1.5pts).

(c) Soit β > α. Montrons que f̂ est continue sur [β,∞[. Il est clair que f̂ existe sur [β,∞[ d'après la question
précédente. On a également (t, p) ∈ [0,∞[×R 7→ f(t)e−pt qui est une fonction continue. De plus |f(t)e−pt| ≤
|e−βtf(t)|e(β−p)t ≤ supt∈[0,∞[ |e−αtf(t)|e(β−p)t. Comme

∫∞
0
e(β−p)tdt < ∞, on en déduit que f est continue

sur [β,∞[, donc sur ]α,∞[ (2.5pts).

(d) On se place également sur [β,∞[ avec β > α. Alors ∂
∂p
f(t)e−pt = −tf(t)e−pt, qui existe sur R2. Donc il

su�t de montrer la domination. Mais
∣∣∣ ∂∂pf(t)e−pt∣∣∣ ≤ supt≥0 |f(t)e−αt| × te−(β−α)t pour tout t ≥ 0 et tout

p ∈ [β,∞[. De plus
∫∞
0
te−(β−α)tdt < ∞ (car limt→∞ t

2(te−(β−α)t) = 0) donc f̂ est bien de classe C1 sur

[β,∞[ pour tout β > α, soit f̂ de classe C1 sur ]α,∞[ (2.5pts).

On obtient ainsi que (f̂)′(p) = −
∫∞
0
tf(t)e−ptdt (0.5pts).

Si f ≥ 0, il est clair que (f̂)′(p) ≤ 0, donc f est décroissante (0.5pts).
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(e) Pour n > α, nf̂(n) =
∫∞
1
nf(t)e−ntdt +

∫ 1

0
nf(t)e−ntdt =

∫∞
1
nf(t)e−ntdt +

∫ n
0
f(t/n)e−tdt avec le change-

ment de variable t′ = nt (1pt).
On a

∣∣ ∫∞
1
nf(t)e−ntdt

∣∣ ≤ supt≥0 |f(t)e−αt| ×
∫∞
1
ne−(n−α)tdt ≤ supt≥0 |f(t)e−αt| × n

n−αe
−(n−α). Comme

e−(n−α) −→
n→+∞

0 on a bien
∫∞
1
nf(t)e−ntdt −→

n→+∞
0 (2pts).

On va montrer que la seconde intégrale converge grâce au théorème de convergence dominée. En e�et,
on a

∫ n
0
f(t/n)e−tdt =

∫∞
0
hn(t) avec hn(t) = 1t∈[0,n]f(t/n)e

−t. Pour tout t ≥ 0, on a hn(t) −→
n→+∞

h(t) =

1t≥0f(0)e
−t. De plus pour tout n > α et tout t ≥ 0, on a |hn(t)| ≤ supu∈[0,1] |f(u)|×e−t et

∫∞
0

supu∈[0,1] |f(u)|×
e−tdt <∞. Donc d'après le théorème de convergence dominée,

∫∞
0
hn(t)dt −→

n→+∞

∫∞
0
hn(t)dt =

∫∞
0
f(0)e−tdt =

f(0) (3pts).

On en déduit ainsi que limn→∞ nf̂(n) = limn→∞
∫∞
1
nf(t)e−ntdt+

∫∞
0
hn(t)dt = 0 + f(0) = f(0) (0.5pts).

2. (9 points) On considère l'équation di�érentielle:

(E) (x2 − 1)y′(x) + xy(x) = x3(x2 − 1).

(a) Déterminer le ou les intervalles sur lesquels chercher des solutions maximales.

(b) Déterminer les solutions de l'équation homogène (EH) associée à (E). En déduire que les

solutions maximales de (EH) sont dé�nies sur 3 intervalles.

(c) Déterminer les solutions maximales de (E).

(d) Est-il possible de déterminer des solutions maximales sur R? Lesquelles?

(e) Déterminer les solutions maximales telles que y(0) = 1.

Proof. (a) On peut chercher des solutions sur ] − ∞,−1[, ] − 1, 1[ et ]1,∞[ (de telle manière que la fonction
(x2 − 1)−1 soit continue) (1pt).

(b) L'équation homogène est y′(x) + x(x2 − 1)−1y(x) = 0. Comme une primitive de x 7→ x(x2 − 1)−1 est
1
2
ln(x2 − 1) si |x| > 1 et − 1

2
ln(1− x2) si |x| < 1, on en déduit que (2pts)

EH =
{
x ∈]−∞,−1[7→ C√

x2 − 1
, C ∈ R

}
∪
{
x ∈]1,∞[ 7→ C√

x2 − 1
, C ∈ R

}
∪
{
x ∈]−1, 1[7→ C√

1− x2
, C ∈ R

}
(c) On cherche une solution particulière avec la méthode de variation de la constante. Pour |x| > 1, on pose donc

y0(x) = C(x)√
x2−1

, et on obtient que C′(x)(x2 − 1)−1/2 = x3. On en déduit donc que C′(x) = x3(x2 − 1)1/2,

d'où C(x) =
∫ x

t(t2−1)3/2dt+
∫ x

t(t2−1)1/2dt = 1
5
(x2−1)5/2+ 1

3
(x2−1)3/2. Ainsi une solution particulière

est y0(x) =
1
5
(x2 − 1)2 + 1

3
(x2 − 1).

Pour |x| < 1, on a également y0(x). On obtient ainsi que (3pts):

E =
{
x ∈]−∞,−1[ 7→ 1

15
(x2−1)(3x2+2)+

C√
x2 − 1

, C ∈ R
}
∪
{
x ∈]1,∞[7→ 1

15
(x2−1)(3x2+2)+

C√
x2 − 1

, C ∈ R
}

∪
{
x ∈]− 1, 1[7→ 1

15
(x2 − 1)(3x2 + 2) +

C√
1− x2

, C ∈ R
}
.

(d) Pour obtenir une solution maximale sur R, il faut que celle-ci existe en 1 et −1, ce qui implique que C = 0
dans les 3 intervalles. La fonction x ∈ R 7→ 1

15
(x2 − 1)(3x2 + 2) est une fonction polynomiale, elle est donc

continue et de classe C1 sur R. Ainsi, cette fonction est bien l'unique solution maximale sur R (1.5pts).

(e) Si y(0) = 1, alors 1 = − 2
15

+C, soit C = 17
15
. Il existe donc une unique solution maximale telle que y(0) = 1,

qui est dé�nie sur ]− 1, 1[, qui est x ∈]− 1, 1[ 7→7→ 1
15

(
(x2 − 1)(3x2 + 2) + 17√

1−x2

)
(1.5pts).


