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FExramen de 1h20. Tout document ou calculatrice est interdit.

1. (17 points) Pour f : [0oo[— R une fonction continue sur [0,c0[, on définit, si elle existe, la
fonction f appelée transformée de Laplace de f et telle que:
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Pour i = 1,2, 3, déterminer ’ensemble de définition de ﬁ et calculer explicitement f;, ou
filt) = ¢!, fot) = Let f3(t) = .

On suppose désormais qu’il existe a € R tel que supejy oof |6~ f(t)| < co. Montrer que I
est définie sur |a, oof.

Montrer que [ est continue sur |a, 00].

Montrer que fest de classe C! sur |a, oo et préciser (f)’ . Lorsque f est positive, la fonction
f est-elle monotone?

Pour n entier plus grand que «, montrer que nf fl nf(t)e "tdt + fon f(t/n)e"tdt (on
pourra utiliser un changement de variable). MaJorer la premiére intégrale de cette somme
et en déduire qu’elle tend vers 0 quand n — oco. En utilisant le Théoréme de Lebesgue,
déterminer la limite de la seconde intégrale et en déduire que lim,_,o, nf(n) = f(0).

Proof. (a) Pour les 3 f;, il y a un probléme de convergence uniquement en co.

Ona fi(p) = [;° et qui existe si p > 1. Alors fi(p) = (p—1)~" (1pt).

On a fg(p) = [57 e P'dt, qui existe si p > 0. Alors fg( y=p ! (1pt).
Ona f3(p) = I e =Pt qui nexiste jamais (1pt).
Soit p > . Alors f(p = [T f@Werdt < [T |e f(t)]el TPt < supyeig ool F ()] f5T e TP L. Or

fooo ele Pt existe si p > a, donc f est définie sur |, oo (1.5pts).

Soit 8 > «. Montrons que fest continue sur [, 00[. Il est clair que fexiste sur [3,00[ d’apres la question
précédente. On a également (¢,p) € [0, oo[><R > f(t)e P" qui est une fonction continue. De plus |f(t)e P! <
le™ P8 f(£)]eP P < sup,erg aop le* f(8)][eP . Comme [ eP~P)'dt < oo, on en déduit que f est continue
sur [, oo[, donc sur |a, oo (2.5pts).

On se place également sur 3, o0 avec ? > a. Alors a%f(t)e_pt = —tf(t)e P!, qui existe sur R Donc il

suffit de montrer la domination. Mais ‘é%f(t)e*pt < sup,so | f(t)e | x te= P~ pour tout t > 0 et tout

p € [B,00[. De plus [~ te” B4t < 0o (car limy—eo t2(te™P7%) = 0) donc f est bien de classe C' sur
[8, oo[ pour tout 8 > «, soit f de classe C! sur Ja, 0o[ (2.5pts).

On obtient ainsi que (f)’(g) =— [T tf(t)e P"dt (0.5pts).

Si f >0, il est clair que (f)(p) <0, donc f est décroissante (0.5pts).



(e) Pour n > a, nf(n = [ nf(t)e " dt + [ nf(t)e " dt = [°nf(t)e "dt + [ f(t/n)e "dt avec le change-
ment de variable t =nt (1pt).
On a }floo nf(t) HLtdt} < sup;sg |f(t)e™ > x floo ne~ ("= tgr < SUp;> |f(t)e™ > x #64"7“). Comme
e~("=® 4 (0 on a bien 7 nf(t)e "t = 0 (2pts).
n——+oo

n—-+oo
On va montrer que la seconde 1ntegrale converge grace au théoréme de convergence dominée. En effet,

ona [" f(t/n)e"tdt = [° hn(t) avec hn(t) = liejo,n)f(t/n)e”". Pour tout ¢t > 0, on a hy(t) - h(t) =
n—+0oo
1;>0f(0)e™". De plus pour tout n > aet tout ¢t > 0, ona |[hn, ()] < sup,cpo,q [ (u)|xe" et f0°° supu6 o, 1] |f( )| x

e~ tdt < oo. Donc d’aprés le théoréme de convergence dominée, fooo hn(t)dt n_>—+>oo fooo han(t fo 7tdt =
7(0) (3pts). A
On en déduit ainsi que limp, o0 nf(n) = limp o0 [ nf(t)e” " dt + [ hn(t)dt = 04 £(0) = f(0) (0.5pts).
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2. (9 points) On considére l'équation différentielle:

(B) (@ = 1y(2) +ay(z) = 2*(@® - 1).

(a) Déterminer le ou les intervalles sur lesquels chercher des solutions maximales.

(b) Déterminer les solutions de l’équation homogene (EH) associée a (E). En déduire que les
solutions maximales de (E'H) sont définies sur 3 intervalles.

(c) Déterminer les solutions maximales de (E).
(d) Est-il possible de déterminer des solutions maximales sur R? Lesquelles?
(e) Déterminer les solutions maximales telles que y(0) = 1.
Proof. (a) On peut chercher des solutions sur | — oo, —1[, ] — 1,1[ et |1, 00[ (de telle maniére que la fonction
(z? — 1)~! soit continue) (1pt).

(b) L’équation homogeéne est y'(z) + z(z®> — 1) 'y(z) = 0. Comme une primitive de = +— z(z? — 1)" est
LIn(@* — 1) si |z| > 1 et —3 In(1 — 2°) si |z| < 1, on en déduit que (2pts)
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(c) On cherche une solution particuliére avec la méthode de variation de la constante. Pour |z| > 1, on pose donc
yo(x) = \/C%, et on obtient que C’(ax)(:c2 —1)7%2 = 2% On en déduit donc que C'(z) = z*(x? — 1)'/2,
dott C(z) = [Tt(t> —1)*2dt + ["t(¢> —1)"/?dt = 1(2® —1)*/? + 1 (2® —1)*/2. Ainsi une solution particuliére
est yo(x ) %(m271)2+%(x271).

Pour |z| < 1, on a également yo(x). On obtient ainsi que (3pts):

E= {a: €]—o00, —1[— 1—15(362—1)(3$2—|—2)—|—L

xr2 —

¢ e RIU{r €)1, o0 %(w —1)(3x2+2)+%, cer}

C
V1=22’

(d) Pour obtenir une solution maximale sur R, il faut que celle-ci existe en 1 et —1, ce qui implique que C' =0
dans les 3 intervalles. La fonction z € R — 1= (2® — 1)(32% + 2) est une fonction polynomiale, elle est donc
continue et de classe C* sur R. Ainsi, cette fonction est bien I'unique solution maximale sur R (1.5pts).

U {x €l -1,1j— i(x —1)(32* +2) +

5 C’GR}.

(e) Siy(0)=1,alors 1 =—2 +C, soit C = 1. Il existe donc une unique solution maximale telle que y(0) = 1,

qui est définie sur | — 1, 1[, qui est x €] — 1, 1=+ %((zz —1)(32% +2) + \/11772) (1.5pts).
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