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Examen final, mai 2011
Examen de 3h00. Tout document ou calculatrice est interdit.

Vous pouvez traiter les questions dans ’ordre que vous désirez. Beaucoup de questions peuvent étre
résolues méme si les précédentes n’ont pas été traitées...

1. (5 pts) Soit I’équation différentielle: (E) z3y"(x) — 2zy(x) = —3.

(a) Déterminer les intervalles sur lesquels chercher des solutions maximales de (E).

(b) On pose z(z) = xy/(x) + y(z). Montrer que si y est solution de (FE) alors z est solution de
’équation différentielle (E') :  x22/(x) — 2x2(z) = —3.

(¢) Déterminer I’ensemble des solutions de (E’).

(d) En déduire ’ensemble des solutions de (E). Existe-il une solution maximale sur R?

Proof. (a) Ona (E) y"(x)—2x"?y(z) = —3z~2, donc on peut chercher des solutions maximales sur | — oo, 0] et ]0, 00|
car les fonctions 72 et 273 sont continues sur ces ensembles (0.5pts).

(b) on a 2/ (z) = 2y (z) + zy” (z), donc z22'(z) — 2z2(x) = 23y (z) + 222y (z) — 222y (z) — zy(z) = z%y" () — zy(z) et
ainsi (y est solution de (F)) <= (z solution de x?2'(x) — 2zz(z) = —3) (1pt).

(c) On résoud d’abord I’équation homogene associée & (E') soit 222 (z) — 22z(z) = 0 donc en travaillant sur | — oo, 0| et
10, 00[, on a 2’ (x) — 22~ ' z(x) = 0 soit 2(z) = Aexp(2In(z)) = Az? avec A € R (0.5pts). On résoud (E’) avec la méthode
de la variation des constantes et on a z(z) = A(z)x?, d’ott z*N () = —3, soit A(z) = 72+ C et ainsi la solution générale
de (E') est: Ax* + 27" avec A € R sur | — 00, 0[ et sur ]0, oo[ (1pt).

(d) On doit maintenant résoudre (E”) xy'(z) + y(x) = Az® + 7. On commence par résoudre I’équation homogene
associée, soit xy’(x) + y(z) = 0, soit y(z) = pz~! avec p € R (0.5pts). Ensuite, avec la méthode de la variation des
constantes on a y(z) = u(z)x ™' soit, en réinjectant dans (E”), p'(z) = Az? + 27!, d’ott u(x) = az® + In(z) + C. Ainsi
la solution générale de (E) sur | — 0o, 0[ et sur |0, oo[ est y(z) = ax? + # + pxt, avec o et p dans R (1pt).

Il n’existe pas de solution maximale sur R car # n’est pas définie en 0 (0.5pts).
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2. (11 pts) Soit la fonction f(x) :/ In(1 4 ¢*)dt.
0

(a) Donner ’ensemble D de définition de f. Calculer f(0).
(b) Montrer que f est décroissante sur D, puis que pour tout z € D, f(—x) = f(x) + .

)
)
(¢c) Montrer que f est continue sur [0, oo, puis que f est continue sur R.
(d) Déterminer les limites de f en +oo et —cc.

)

(e) Montrer que f est de classe C! sur R et exprimer f/(zx). Calculer f’(0). Tracer f.

Proof. (a) Pour x > 0, f s’écrit comme une intégrale définie donc f existe. Pour x < 0, Il y a un probléeme de
convergence en 0 car 1+ ¢* — +o00. Mais pour z < 0 et ¢t €]0,1], 1 < 1+¢® < 2t® donc 0 < In(1+¢*) <In2+ zInt.
Mais f01 Intdt = [t(lnt - 1)]; = —1, intégrale convergente, donc d’apres le Théoreme de Comparaison, f existe. En
conséquence, f existe sur D = R (1.5pts).

f(0) =1n2 (0.5pts).

(b) On a pour z < 2’ et t €]0,1[, t* = e*™* > e”' ™t = t* donc comme la fonction logarithme est croissante,
In(1+¢*) >1In(1+ ') et ainsi f(z) > f(z'): la fonction f est décroissante (0.5pts).



Pour z € R, f(z) = fol (ln(t”) + In(1 —|—t_x))d1’ = xfol Intdt + f(—z) = —x + f(—z) (1pt).

(c) Pour z > 0, on a (z,t) — In(1 4+ ¢t¥) qui est une fonction continue sur [0, 00[X[0, 1]. De plus, 0 < In(1+¢*) <In2 et
fl In 2dt < oco. Donc d’apreés le théoréme de continuité des intégrales dépendant d’un parameétre, x € [0, co[— f(x) est
continue sur [0, co[ (1pt).

Par ailleurs, f(—z) = f(z) + « pour z € R, donc si f est continue sur [0, 0] elle aussi continue sur | — 0o, 0] car la
fonction z est également continue. Donc f continue sur R (0.5pts).

(d) Soit la suite de fonctions g, (t) = In(1 4 ™). 1l est clair que sur [0, 1] la suite de fonctions converge simplement vers
g(t) =0sit e [0,1] et g(1) = In2. De plus la suite (gn) est décroissante. Donc d’apres le Théoreme de convergence

monotone, lim, o f(n) = lim, o0 fol gn(t)d f g(t)dt = 0 (1.5pts). Enfin, comme 0 < f(z) < f([z]) car f est
décroissante et comme lim, o f([z]) = 0 d’apres ce qui precede alors limy o f(z) =0 (1pt).

Comme f(—z) = f(z) + =, si £ = oo donc —x — —o0, alors limg;_, o f(z) = —oco (0.5pts).

(e) On a (z,t) = h(z,t) = In(1 + t") qui est de classe C' sur [0,00[x[0,1]. De plus Z&h(z,t) = i Int qui vérifie

%h(m,t)’ < —1Int pour tout (z,t) € [0,00[%x[0,1] et fol —Intdt < oo. Donc d’aprés le Théoréme de dérivation des

intégrales dépendant d’un paramétre, f est de classe C' sur [0, 0o[ (1.5pts). Comme f(—z) = f(x) + = pour z € R et
x est une fonction de classe C', on en déduit que f est de classe C* sur R (0.5pts).
—f'(0) = f'(0) + 1 car —f'(—z) = f'(z) + 1 pour tout z € R, donc f'(0) = —1/2 (0.5pts). Tracé (0.5pts).

O

. (14 pts) Le but de cet exercice est de proposer une valeur approchée de v/2. Pour ce faire, on
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considere la série entiere S(x) =1+ Z =" avec u, = 22n+1(1(% j—)l) (n))? pour n € N.

(a) Déterminer le rayon de convergence R de cette série.
(b) Montrer que pour |z| < R, S(z) =1+ =.

“ 2k —1
(c) Montrer que (uy,) est une suite décroissante. Montrer que In(u,) = —In(2n+2)+ Z In (7

k=1

)

pour n € N, puis que (uy,,) converge vers 0. En déduire que S(1) existe.
n
(d) Pour n € N* et 0 < z < 1, on note Ry41(z) = S(z) — 1 — Z(—l)kukka. Montrer que
k=0
0 < Ron(z) < ugn2®™t? et —ugn 122" < Royy1(x) < 0 pour tout n € N. En déduire que
|R,(z)| < uy pour tout n € N* et 0 <z < 1.

(e) En déduire que S est continue sur | — 1,1] (penser a la convergence uniforme...) et donner une
expression de v/2 sous la forme d’une série.

(f) Montrer que S est dérivable sur | — 1, 1].
(g) Montrer que |[v2—1—Y"7_q(—1)*ug| < up41. En déduire que v2 ~ 122 & ug-pres (et ug ~ 0.027).

PT’OOf ) On utilise d’Alembert car |un+1/un| (2n+1)/(2n+4) — 1, donc R =1 (0.5pts).
na +zrz=(1+4+2 =1+ T (i x(-Hx (=) x.. (-3 —T,Lpour:r < ‘apres le développement
6] \/1 1+xz)/? =1 (s x (-2 : m=3y) L 1d le dével
en série entiere de (1 4+ z)® et o = 1/2. Mais (é X (—%) X (—%) X o X (——2"2_3)) = 2212)::;((221?)! = (;Elnjll((ff;ﬁ)!.

On en déduit donc que S(z) = +/1+ z pour |z| < 1 (1pt).
(c) Comme 0 < Upt1/un = (2n+1)/(2n+4) < 1 pour tout n, on en déduit que (un) est décroissante (0 5pts)

En reprenant la formule précédente, In |u,| = In (% Xgx2xoox2A) —In(n+ 1)) =In (557 X 505 X 503 X -+ X

—2§;1> In(n + 1) Zk L (2221) —In(2n + 2) (1pt).

2k—1 1 - : : n 2k—1Y) _ _ T
Quand n — oo, In ( 5% ) — 5= et comme Y 5= diverge (série de Riemann), on a lim, o0 » ., _, In ( 5% ) = —oo d’oll

limp— o0 In(un) = —oo (1pt). On en déduit donc que limy,—y o0 un =0 (0.5pts).

Ainsi, (un) est une suite décroissante et tendant vers 0 donc d’apres le Théoréme de convergence des séries alternées,

S(=1)"un converge ce qui signiﬁe que S(1) existe (0.5pts).

(d) On a Rypa(z) = 307 (=) upz®! et on peut donc écrire que Rni1(z) = (=)™ (Uns12™ 2 = upg2a™?) +

k41
)

(Unssx™ L TR Jr5) + - ) Comme la suite (upx k est une suite positive décroissante (car 0 < x < 1), d’une
maniere générale (un+1x"+2 —un+2x"+3) > 0, donc ((un+1m"+2—un+2:r"+3)+(un+3x"+4—un+4w"+5)+- . ) > 0 et ainsi
Ry > 0 et Rant1 <0 (1.5pts). Deplus, Rot1(z) = (—1)"“unJrlgr:"Jrz—i—(—1)"Jr2 ((un+gw"+3—un+3m"+4)+(un+4x"+5—
un+5m"+6) + - ) et ((un+2a:"+3 — un+3x"+4) + (un+4x"+5 — un+5a:"+6) + .- ) > 0. Donc Ran(z) — ugnz?™ Tt <0, soit
Ron(z) < ugnz®™ T et Ronyi1(z) + Ugnp122" 2 > 0, soit Ronyi(z) > —Ugp 12" (1.5pts).

De ces deux inégalités on a bien | R, (z)| < unz™™* pour tout x € [0,1], donc |Rn(z)| < un (0.5pts).

(e) Pour montrer que S est continue sur [0, 1] il suffit de montrer que S converge uniformément sur [0,1] car x —
(—=1)"unz"™*! est une fonction continue. Mais SUp,epo,1) [Rn ()| < un et un — 0, donc S converge bien uniformément



sur [0,1] et ainsi S est continue sur [0,1] (1pt). De plus, S est continue sur son disque ouvert de convergence, donc S
continue sur | — 1,1] (0.5pts).

On a donc, par continuité, S(z) = /1 + z pour = €] — 1,1] et ainsi pour z =1, V2 =1+ 3" (~1)"u, (0.5pts).

(f) I est clair que S est dérivable (et méme de classe C*™) sur | — 1,1[ car S est une série entiere et son rayon de

convergence est 1. Considérons S'(z) = > 7 (—=1)"*(n + 1)unz™ pour z €] — 1,1[ et montrons que cette expression

existe et est continue en 1. Posons v, = (n + 1)u,. Alors vn41/v, = % ~1— 3~ < 1. Comme précédemment,

on en déduit que (v,) est décroissante, que log(vn) ~ Y _,_ In(1 — 5) = —oo donc un — 0 et ainsi d’aprés le Théoreme

des séries alternées, que Y (—1)"vn, = S'(1) existe. Comme précédemment, la série converge uniformément sur [0, 1],

donc S est de classe C! sur | — 1,,1] (2.5pts).

(g) D’apres la question (d), on a |Rn+1(1)] < wnt1 soit [S(1) —1 — Z::O(—l)kuk| < Up41 pour tout n, avec S(1) = /2
(0.5pts).

1(30ur n T 3 on reprend la formule ci-dessus, avec donc 1+Z’£:0(—1)’“u,C = 1+%7§+1—16 — % = % et ug = % ~ (0.027
0.5pts).

n=0

O



