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Examen de 2h00. Tout document ou calculatrice est interdit.

Vous pouvez traiter les questions dans ’ordre que vous désirez. Beaucoup de questions peuvent étre
résolues méme si les précédentes n’ont pas été traitées...

1. (13 points) Soit I'équation différentielle: (E) (1 — 22)y/(z) — zy(z) = 0.

(a) Déterminer sur quels intervalles chercher des solutions maximales de (E) (0.5pts). Résoudre
(E) (1pt).
(b) On recherche une solution de (E) sous forme de série entiere. On pose S(x) = > o2, anz”

pour z €] — R, R[, avec R > 0 inconnu. Montrer que S est solution de (E) si et seulement si
n+1

n+2
sous la forme S(x) = ap Y oy «
(1pt).

(c) En utilisant la question (a), en déduire le développement en série entiere de (1 — x2)~
| —1,1] (1pt).

(d) Soit la fonction f : z € [—1,1] — arcsin(z) telle que pour tout = € [—7n/2,7/2], f(sin(z)) =
arcsin(sin(z)) = . Démontrer que f est dérivable sur | — 1,1 avec f'(z) = (1 — 22)~/2 (1pt)
et tracer f (0.5pts). En déduire un développement en série entiere de f sur | — 1, 1] (1pt).

Apto = an pour tout n € N et a; = 0 (2pts). En déduire qu'une solution de (E) s’écrit

(27)% =T 22" (2pts). Déterminer le rayon de convergence R de S
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(e) On rappelle la regle de Duhamel: si Y wu, est une série numérique a termes positifs telle que
“Z% ~1— 2 quand n — oo, avec a > 1 alors »_ u, converge. En déduire que le développement
en série entiere de f est normalement convergent sur [—1, 1] (1.5pts), donc continue sur [—1, 1]

(0.5pt).

(f) En déduire que 1 =2 Y o2 3)2'4” st (1pt).

2. (13 points) Pour =z € R, on considére

F(t)= /OOO et 1= cos(xt) dx.
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(a) Démontrer que I'ensemble de définition D de F est R (1.5pts).

(b) Montrer que pour tout u > 0, 1 — cos(u) < 1u? (1pt). Pour I C R, on note Ie; = 1siz € I

et 0 sinon. Montrer que ’1*%3(“)‘ < %tQ Mo<y<1 + 20 21 <, pour t € R (1pt). Démontrer que

F est continue sur R (2.5pts).

¢) Montrer que |[F(t)] < (2 4+ 2)e™* pour tout t € R (1pt). En déduire que [° F(t)dt est

2 0

absolument convergente (1pt).

(d) Montrer que [;°e (1 — cos(zt))dt = 2*(1 4+ 2*)~! (2pts). En utilisant le Théoreme de Fubini
(justifier), en déduire que [;° F(t)dt = § (1pt).

(e) En utilisant une intégration par partie et un changement de variable dans F', en déduire la valeur
de [5° % dx (2pts).



