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Vous pouvez traiter les questions dans l'ordre que vous désirez. Beaucoup de questions peuvent étre
résolues méme si les précédentes n’ont pas été traitées...

1. (13 points) Soit I'’équation différentielle: (E) (1 — 22)y/(x) — xy(z) = 0.

(a) Déterminer sur quels intervalles chercher des solutions maximales de (E) (0.5pts). Résoudre
(E) (1pt).

(b) On recherche une solution de (E) sous forme de série entiere. On pose S(x) = > o2, anz”

pour z €] — R, R[, avec R > 0 inconnu. Montrer que S est solution de (E) si et seulement si

1
Apto = % an pour tout n € N et a; = 0 (2pts). En déduire qu'une solution de (F) s’écrit
n
_(@n)!

sous la forme S(x) = ap Y oy (I 22" (2pts). Déterminer le rayon de convergence R de S
(1pt).

(c) En utilisant la question (a), en déduire le développement en série entiere de (1 — x2)~
| —1,1[ (1pt).

(d) Soit la fonction f : z € [—1,1] — arcsin(z) telle que pour tout = € [—7n/2,7/2], f(sin(z)) =
arcsin(sin(z)) = . Démontrer que f est dérivable sur | — 1,1[ avec f'(x) = (1 — 22)~'/2 (1pt)
et tracer f (0.5pts). En déduire un développement en série entiere de f sur | — 1,1[ (1pt).
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(e) On rappelle la regle de Duhamel: si Y u, est une série numérique a termes positifs telle que
Intl ] — o quand n — oo, avec a > 1 alors ) u, converge. En déduire que le développement

Un
en série entiere de f est normalement convergent sur [—1,1] (1.5pts), donc continue sur [—1, 1]
(0.5pt).
(f) En déduire que m =2 Y, %27&1 (1pt).

Proof. (a) Sur]—oo0,—1[,]—1,1[ et ]1,00[.
(E) est une équation homogene. La solution générale s’écrit sous la forme: y(x) = C exp ( f = dt) C exp ( -
iln|1— m2|) Ainsi

&= {z €]-00,~1[~ C(2°-1)"?C e R}U{z €]-1,1[~ C (1-2°) 2 C e R}U{z €]1, 00[~ C (*~1) "V C e R}

b) Si S(z) = Y°°° anz™ alors zS(z) = > °° anpz™t. De plus S'(z) = nanz™ "1, dou (1 — 22)S'(z) =
p=0 50 ?
nE 2

Z:’ 0 nanz" ' =3 napa"t =a —I—Z o(n+2)ani2z™ ™ =37 nayz"*t. En conséquence (1—2%)S"(z) —
=a;+ Zn 0 ( n+2)ant+2— (n+1)a ) "+l Par suite, d’aprés 'unicité du développement en série entiére,
si R > 0 alors a1 =0 et (n + 2)an+2 — (n+ 1)an = 0 pour tout n € N.
De ceci, on a facilement a2,+1 = 0 pour tout n € N, puisque a1 = 0. De plus, a2, = 2n
(2n)!
((n)1)2an

L Gon—o pour n € N*.

2n
ap. Ceci est vrai pour n = 0, en utilisant la convention 0! = 1.
2n+1  (2n)! (2n+2)(2n+1) (2n)!

Montrons par récurrence alors que az, =

Ensuite, supposons la relation vraie pour n € N. Alors asnt+2 = Smts ((n),)QM ap = A1) ((n)')24ﬂ

%ao La relation est donc vraie pour tout n € N. Ainsi S(z) = ao Zn o ((75?,7;%'4" pour tout
€] - R, R[.

On utilise le critére de d’Alembert en posant X = z2. Alors on calcule % = 521§ — 1. Donc le rayon de

convergence pour la série avec X est 1, et ainsi R = 1.



(c)

D’aprés ce qui précede, (1 — 22)71/2 est bien 'unique solution de (E) sur ] — 1,1[ valant 1 pour z = 0. Par
oo (2n)!

n=0 ((n)!)24n
Donc en choisissant ag = 1, d’aprés 'unicité du développement en série entiere, on en déduit que (1 — mz)

> % x®" pour tout = €] — 1, 1[.

x®" est aussi solution de (E) sur | — 1,1 valant a¢ pour z = 0.
—1/2 _

ailleurs, on a vu que S(z) = ao Y

f est la fonction réciproque d’une fonction (sin) dérivable et de dérivée (cos) strictement positive sur | — /2, 7/2],
donc f est bien dérivable sur | — 1, 1[. De plus, comme f(sin(z)) = = pour tout = €] — 7/2, 7/2[, en dérivant cette
relation on a cos(z)f’(sin(z)) = 1, soit f'(sin(z)) = 1/cos(z). Mais comme cos(z) = (1 — sin?(z))*/? pour tout
x €]—7/2,7/2],on a f'(sin(x)) = (1—sin?(x)) "'/, En posant y = sin(x), on obtient bien que f'(y) = (1—y?)~*/2
pour tout y €] — 1,1].

Le tracé (fonction croissante) est bien connu...

D’aprés ce qui précede, on a f'(z) = ZO:o % z?". Pour trouver le développement en série entiere de f,
qui s’annule en 0, il suffit d’intégrer la série entiere et on obtient f(z) = Z:‘;O WM 22"+ pour tout
z €] —1,1].
Pour montrer que la série converge normalement sur [—1, 1], il suffit de montrer que ZZOZO SUPge(—1,1] % T
ZZOZO % converge. Pour cela, on utilise donc la régle de Duhamel:
Un41l (2n + 2)! (M)H24*(2n+1)  (2n+1)*(2n+2) 3
un  ((n 4 1)1)247+1(2n + 3) (2n)! T 4(n+1)2(2n+3) 2n

quand n — co. Donc ) un converge et ainsi la série entiere converge normalement donc uniformément sur [—1, 1].

La fonction z € [-1,1] — W!)ﬁ%x%“ étant continue sur [—1,1], la convergence uniforme sur [—1, 1]
implique la continuité de la série ZZOZO % 22" sur [—1,1].

On peut donc utiliser le développement en série entiere en x = 1, pour lequel f(z) = 7/2. Ainsi § = > (2n)!

d’ou le résultat.

O

2. (13 points) Pour = € R, on considere

o, 1— cos(zt)
F(t) = / T da
(t) ; e 2 o
Démontrer que I’ensemble de définition Dp de F est R (1.5pts).
Montrer que pour tout u > 0, 1 — cos(u) < %uQ (1pt). Pour I C R,onnote I,c; =1siz el
et 0 sinon. Montrer que ‘1_%2(“”)‘ < %tQ Doyt + 2272 I <, pour t € R (1pt). Démontrer que
F est continue sur R (2.5pts).
Montrer que |F(t)] < (32 + 2)e™ pour tout ¢t € R (1pt). En déduire que [5° F(t)dt est
absolument convergente (1pt).
Montrer que [;° e (1 — cos(zt))dt = 2*(1 4+ 2%)~! (2pts). En utilisant le Théoréeme de Fubini
(justifier), en déduire que [;° F(t)dt = 5 (1pt).
En utilisant une intégration par partie et un changement de variable dans F', en déduire la valeur
oo sin(z)

de [;° = dx (2pts).

Proof. (a) Pour tout t € R, il y a 2 problémes de convergence pour l'intégrale: en 0 et en +o0o. Pour z — 0, on

sait que cos(zt) ~ 1 — (xt)?/2, d’ot1 e~* 17%3(“) ~ e~ t?/2. On peut donc prolonger la fonction par continuité:

—t 1—cos(xt)
2

N — (oo} — N
pas de probleme de convergence. Pour z — +o0, ‘e ’ <e tw%. Or f1 z~2dx converge, donc d’apres le

Théoreme de comparaison, F' est convergente en 400, pour tout ¢ € R. Conclusion: pour tout ¢t € R, F' converge.
On considere h(u) = 1 — cos(u) — 2u”. Alors h/(u) = sin(u) — u et h”(u) = cos(u) — 1. Donc h”(u) < 0 pour tout
u, soit k' décroissante sur R. Or h'(0) = 0, donc h négative pour u > 0.

Pour z € [0, 1], on utilise 'inégalité précédente, 17%2(“) < %(1%2 < % pour tout ¢ € R. Pour z > 1, on a
|1 — cos(zt)| < 2. On en déduit donc le résultat.

Soit la fonction f(t,z) = e * 1_%;(”) Cette fonction est prolongeable par continuité sur R x [0,00[. De
plus, |f(z,t)] < 67’5(%752 Tocrcr + 2072 ]Ilgz)A Soit @ > 0. Ainsi, pour tout ¢ € [—a,a] et x > 0, on a
|f(z,t)] < e“(%a2 To<rcr + 2272 11195) =g(x) et fooo g(z)dx < co. Donc F' est continue sur [—a, a] et comme cela
est vrai pour tout a > 0, F' est continue sur R.

2n+1| _

n=0 ((n)!)247(2n+1)’



(¢) On utilise l’megahte précédente et |F(t)] < e™* fo (%tQ To<oc1 +227 2 ]Ilgz)dl’ < e_t(fol %tzdx—kfloo 2x_2d1:) <
(1t +2)e”" pour tout ¢t € R.
Il est clair que comme F' est majorée, il suffit de montrer que f t2 + 2)e”'dt converge. Il y a un probleme

de convergence en +oco. Comme t? x (2152 +2)e”" — 0 quand ¢t — oo, on en déduit par comparaison avec une
intégrale de Riemann que [ O°° F(t)dt est absolument convergente.

(d) On a f £(1 — cos(zt))dt = foo e tdt — foo e tcos(zt)dt = 1 — fooo e ‘cos(zt)dt. Mais par double IPP,
J5" e cos(at)dt = [—e " cos(x ] —z [[7 e sin(at)dt = 1— x([— e ! sin(gmf)]zo S cos(xt)dt). Ainsi,
fooo e teos(xt)dt = 1 — 2 fo ~*cos(zt)dt. On en déduit que fo et cos(xt)dt = (1 +2*)", donc fo e (1 —
cos(zt))dt =1 — ( + e
On sait que f (®)|dt = f f f1 - cos(act))d:rdt converge. Donc d’apres le Théoreme de Fubini, on

peut interchanger 1’0rdre de l’mtegratlon et f F(t f m72f e t(1 — cos(zt))dt = fooo(l + z?)dr =
[Arctan(z)]5” = 5.

(¢) On a donc fooo fooo e”? 1_%Zw”t)docdt = 7. On peut intégrer par partie cette intégrale et ainsi:
fooo fOOO €7t 17c;);(zt) dodt = fOOO e—t([ 7 17(:'::,(zt) )}ZO + tfooo sina(vmt) dm) dt = fo et fOO sin zt) dl’) dt = =. Sion

fait changement de variable 2’ = zt, on obtient ainsi que fooo et OOO sin(@) g dt = foo sz(z )d '=Z.




