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Correction d’exercices de la feuille n° 3:

Intégrales dépendant d’un parametre

(*) Montrer que I, = [;* 7z dx existe pour tout n € IN. Expliciter la limite ¢ de (In)n-

71.

Proof. Soit fp, : [0,1] = R; fu(z) = Alors Vn > 0 f, € C9([0,1]) donc I,, existe. Ce qui prouve que la

(@2 + 1)
suite numérique (In)n est bien définie.

Pour la suite on cherche a intervertir limite et intégrale. On ne peut pas appliquer la convergence monotone du cours
car la suite n’est pas croissante :

Soit g € [0,1] alors (z3 + 1)"+! > (22 + 1)", d’ott frnt1 < fn.

En revanche f, < 1, or fol ldz < oco. De plus, soit f = limp—seo frn alors: Pour z > 0 limy— o0 fn(z) = 0 et
limn—soo fn(0) = 1.

f est C° par morceaux, on peut appliquer la convergence dominée:

lim I, = hm / fn(z d:):—/(hm fn(x) )dﬂﬁ—/ fl=

n—00

Soit fn : [0,1] = R; fn(z) = (1+ & 1/". Alors Vn > 0 f, € C9(]0,1]) donc I,, existe. Ce qui prouve que la suite

numérique (I, )n est bien définie.

Pour la suite on cherche a intervertir limite et intégrale. Appliquons cette fois la convergence dominée.
Comme z € [0,1] |fn(z)| <2 =g(t). Or fo g(t)dt < oo.

De plus, soit f = limp o0 fn alors Pour z € [0, 1] limp—oo fn(z) = 1 f est C° par morceaux, on peut appliquer la
convergence dominée:

lim I, = lim /01 fn(x)de = /()1(7L1me fn(x))dx = /01 f(x)dx = 1.

n—00 n—r00

(**) Déterminer, si elle existe, lim, fooo %\/;x)d

cos(nx)

PTOOf. La limite n’existe pas car fn(z) = n’admet pas de limite lorsque n tend vers l'infini (sauf pour

quelques points particuliers). Par exemple a,, = cos(v/2n) n’admet pas de limite, donc fy, (v/2 non plus.
En revanche le probléeme de la définition de la suite est intéressant:
cos(nx
o con(nm)
VT

Il y a a priori deux problémes : en 0 et en co. En 0 cos(nz) ~g 1, or on sait que fol ﬁdz est finie donc par le

Soit I,, =

théoréme de comparaison on régle le probleme en 0. En co on montre la convergence grace au théoreme d’intégration
. sin(nt
. On a limt 0o (nt) =0,

nvt

dt ont méme nature. Elles sont convergentes par Riemann. Donc I,

sin(nt)

par parties : on pose u(t) = \% et v/ (t) = cos(nt). Donc v/ (t) = =% et v(t) =
2t2

cos(nx
ce qui prouve que [{° Ld et
T

est bien définie (Ouf!).

00 szn(nt)

2nt2 3

O

(**) Soit la suite (I,)nenN avec I, = floo ﬁdm. Montrer que I,, existe pour tout n € IN et
étudier la convergence de (Ip,)nenN.

dzx ¢ fo(z) 1
— et folx) = ———.
zny/x? + 1 V2 4+ 1

probléme en co. En effet les f, sont localement intégrables sur [1,00]. Tout d’abord Iy n’existe pas, en effet :

1 1
—, qui n’est pas intégrable sur le domaine (Riemann). Par le théoréme de comparaison Iy diverge.

Vil oz .

1
Soit n € N n > 1, par le méme argument fn(x) ~oo T T Par Riemann + le théoréeme de comparaison I,
"r

Proof. Soit I, = [

La question de la définition se raméne simplement au
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existe.

On majore les f, par g(t) = , qui est bien intégrable sur le domaine. On a f = limy, 00 frn alors: Pour x > 1

1
$3/2
. . 1
limp— 00 fn(z) = 0 et limp—y00 fn(0) = oA
On peut donc appliquer la convergence dominée il vient [ = 0.
O

(**) Soit f: R — IR une application dérivable et bornée sur IR. Aprés avoir montré son existence,
calculer lim,,_ oo fooo e " f(z)dz.

Proof. f est bornée donc |f(z)e™"*| < ||f|loce™"®. Or In = [5° f(z)e™"%dx < [ ||fllcoe™" = [|flloo [~ e™™®
et fooo e~ ™ existe pour tout n > 1. On peut appliquer la convergence dominée & g, (z) = e~"*. En effet g, < e™?.
Donc ! =limyp 00 In = fooo limy 00 f(2)e™™®dz. Pour la calculer il nous faut maintenant effectuer le changement de
variable ¢(z) = . C’est bien un changement admissible...

—x
Dot I = [ limpoo e % f(£)Ldz = £(0) [£° limp—oo erac =0. o
cost(2mt) dt.

(**) Mémes questions mais avec f(x) = ff

o5 cos(zt
1T 2

Proof. F(z) =

dt. Pour tout x € R, l'intégrale converge (comme une intégrale de fonction continue) et

donc F est définie. Soit f(z,t) = cos2(:vt. On a: |f(z,t)] < % Vo € R, de plus f12 izdt est finie. Donc d’apres le
théoréme 3.2 F est continue sur R. ! ! .t
Pour la dérivabilité il nous faut maintenant ”controler la dérivée” : |8f(:c, t)| = l—sm(a:t) | <1Vz € R car ¢ € [1,2].
Qui est intégrable sur le domaine. On applique donc le théoréeme 3.3 p11. !
Donc tous les domaines demandés sont donc égaux a R. O

(**) Donner le domaine de définition, de continuité et dérivabilité de la fonction f(z) = fol Mdt.
En déduire que f est de classe C* sur IR.

; t
Proof. Soit f(z) = smim )
sin(wxt)). Comme R n’est pas borné on ne peut majorer f et donc appliquer directement le théomeéme 3.3. On applique
0 sin(xt
donc le corollaire 2 pl12, — sin(@t)

9™ sin(zt
C1(R). On réitere, les %(I)

ainsi le caractere C°°(R). O

qui est prolongeable par continuité en 0 et vaut x (si ce n’est pas clair faites un DL de

= cos(xt), qui est continue sur Rz[0,1]. Donc la fonction F(z) = fol f(x)dx est

sont les la forme P(t)cos(xt) ou P(t)sin(zt), dans tous les cas continues. On montre

(***) Soit 0 < a < 3. Montrer que la fonction f(t) = (e A —e~2!)t~1 est intégrable sur IR . Apres
avoir posé g : (z,t) = (e7"* —e~*)t!, montrer 'existence et calculer [ %(:m t)dt pour z > 1, puis
en posant @ = 3/a, déterminer [ f(t)dt.
Proof. Montrons que fooo f(t)dt existe. Il y a des problémes de convergence en 0 et en co. En 0, e A% — =2 ~
(1=pt)—(1—at) ~ (a—B)t, donc f est prolongeable par continuité en 0, donc intégrable en 0. En 400, e 8t —e~t ~
—e~ car 8> a > 0, donc f(t) ~ —e~**t~1. En conséquence, pour t suffisamment grand, f(t) < t~2, donc d’aprés
le Théoreme de comparaison f est intégrable en +oco (car =2 Dest).
La fonction g est continue sur [1, 00]x]0, co[ comme somme et fraction de fonctions continues sur [1, 00]x]0, co[. On
sait que pour u > 0, 1 —u < e”™%*. Ainsi, pour tout 1 < z < m et t € [0,1], |g(z,t)] = (e7t — e @)t~ <
1-@1—-=z)t ™! <m. Pourt > 1, |g(z,t)] = (e7t — e ®)t7L < e tt~1. Posons h(t) = mllgct<1 + et 1.
Alors on a bien [g(z,t)| < h(t) et [° h(t) existe. Donc grace au Théoréme de continuité des intégrales dépendant
d’un parametre z — fooo g(z,t)dt est continue sur [1,m] pour tout m > 1, donc elle est continue sur [1,00[. Pour
la dérivation, il faut dériver g par rapport & = et on obtient %g(m,t) = —e~® pour tout x > 1 et t > 0. Mais
|%g(z,t)| < et pour tout & > 1 avec [5° e~!dt qui existe, donc grace au Théoréme de dérivation des intégrales
dépendant d’un parametre, on arrive bien & montrer que x fooo g(z,t)dt est dérivable sur [1, 00 et O°° %(m, t)dt =
foiooo e~ Ttdt = 7%opo)our x> 1. Aussi [;° g(x,t)dt = —Inz donc avec z = 3/a et le changement de variable ¢’ = t/a,
fo g(B/a, t)dt = fo f@)dt =Ina —Inp.

O

(**) Soit f(x) = fol e~ In (t)dt. Quel est 'ensemble de définition, de continuité et de dérivabilité
de f? Déterminer lim, . f(z). Sur quel ensemble la fonction f est-elle de classe C*? Trouver une
équation différentielle vérifiée par f et en déduire I’expression de f.
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PTOOf, L’intégrale fol e~ *®In (t)dt pose un probleme de convergence uniquement en 0. Mais en 0, pour tout z € IR,
e~ In (t) ~ Int et fol In tdt existe. Donc d’apres le Théoréme de comparaison, f existe pour tout z € IR.

11 est clair que la fonction (z,t) — e~ %In (¢) est de classe C* sur IRx]0, 1]. De plus pour tout m € IR et pour tout
x> m, le”In ()| < e~ *™Int pour tout t €]0,1] et fol e~ !'™Int existe. On en déduit grace au Théoréme de continuité
des intégrales dépendant d’un parametre que f est continue sur [m, o[, donc sur IR. On peut dériver par rapport &
x la fonction f(z,t) = e~ **In(t) et on a %f(x,t) = —te~'®In (t). Il est encore possible de majorer %f(:c7 t) par la
fonction e~ *Int pour tout = > m et t €]0, 1], fonction intégrable sur ]0, 1] et ainsi grace au Théoréme de dérivation
des intégrales dépendant d’un parametre, f est dérivable sur [m, oo, donc sur IR. On obtient de méme que f est de
classe C! sur R.

La dérivée de tInt est 1+Int et une primitive (en t) de e ~*® est —e~!® /x, donc on peut faire une intégration par parties
de f'(z) = — fol te~*®Intdt et on obtient f’(z) = —[—tlnte™'*/z]} — fol(l +Int)e ' /zdt = [e7'* /22)} — f(2)/z =
(e7® —1)/x2 — f(x)/x. Ainsi f est bien solution d’une équation différentielle.

On résoud cette équation en trouvant d’abord les solutions de I’équation homogeéne soit f'(z) + f(z)/xz = 0, ce qui
implique que f(z) = z% pour tout C € IR et z €] — 00, 0[ ou ]0, co]. O

(***) Pour tout p € IR tel que [p| # 1, on pose I(p) = [; In(1 —2pcosd + p?)df. A Taide de
changements de variables, calculer I(—p) et I(1/p) en fonction de I(p). Montrer que I(p?) = 2I(p)
et en déduire pour tout p €] — 1,1[ que I(p) = 0, puis 'expression de I(p) pour |p| > 1.

Proof. Des que |p| # 1 alors I(p) existe. En effet, 1 — 2pcos 8 + p? = (p — cos 0)? +sin? 0, donc 1 — 2pcosf + p? > 0
pour tout 6 € [0, 7]: I'intégrale n’est donc jamais impropre.

Avec t = — 6 alors dt = —df, et I(p) = [ In(1 — 2pcos(m — t) + p?)dt = I(—p). De plus, I(1/p) = [5 In((p* +
2pcos 6+ 1)/p?)dd = I(p) — 27ln |p| dés que p # 0.

Comme les intégrales sont absolument convergentes, I(p) +1(—p) = [ In ((1+ p*)? — 4p? cos? 0)d6 = Jon(1+ pt—
2p? cos(20))d0 = %fOQW(l + p* — 2p% cos 0’)df’ avec 6’ = 20. En découpant fOQﬁ = [y +f:7r et avec un changement
de variable "' = 27 — ¢’, fﬁ” = J;- En conclusion, [ In (14 p* — 2p? cos(26))df = I(p?), et comme I(p) = I(—p),
on a bien I(p?) = 2I(p).

Pour tout p €]—1, 1[ et tout n € IN*, I(p?") = 2" (p). On aimerait passer a la limite et ainsi considérer limy,— o0 I(p%").
On va montrer que I est continue sur | — 1, 1[. La fonction (p, #) +— In (1 —2pcos 6 + p?) est continue sur | — 1, 1[x [0, 7].
De plus pour tout |p| < 1, 1 —2pcosf + p?> = (1 — pcosh)? +sin? @ € [sin? 6,2 + 2| cos ]] pour tout 6 € [0, n]. Donc
[In (1—2p cos 6+p?)| < max (2|In (sin 6)[, In (2+2| cos 6])) = g(6) pour 6 €]0, w[. Mais il est clair que [ In (242| cos 0]df
comme intégrale définie, et si fJ |In (sin 0)|d@ est une intégrale impropre, elle a des problémes de convergence en 0 et en
7, mais en 0 par exemple, |In (sin#)| ~ —In6 et In§ est intégrable en 0; [ g(#)d6 existe. Par suite, I est bien continue
sur ] — 1,1[. En conséquence pour tout |p| < 1, limn— 00 I(p?™) = 1(0) et donc I(p) = limp— 00 271 (p?") = 0.

Enfin comme I(p) = I(1/p) — 2xIn|p| pour |p| > 1, on en déduit qu’alors I(1/p) = 0 et donc I(p) = —2xIn|p| (on
s’apergoit d’ailleurs que I est continue en +1). O

(***) On pose F(x) = Ow sinte=trdt pour tout « € IR4. Montrer que F est dérivable sur IR et

calculer F’(z). En déduire [° 2Ldt.

P?”OOf. L’intégrale fooo %e_mdt a un probléme de convergence en 0 et en co. Mais comme sint/t est prolongeable
par continuité en 0, il n’y a en fait pas de probleme de convergence en 0, et ceci pour tout x € IR4. En 400, pour
tout = > 0, !%e‘tﬂ <e ' et [ eTtdt existe donc d’apres le Théoréme de comparaison, F existe. De plus, pour
z =0, floo Si%tdt existe (on peut faire une intégration par parties), donc F' existe pour x € IR.

Soit f(z,t) = %e*“’. Alors f est de classe C! sur IR x]0, co[ comme produit de fonctions de classe C! sur le méme
ensemble. De plus, pour tout a > 0 et = > a, |f(z,t)| < e™ avec [ e~ dt qui existe et %f(z,t) = —sinte™t*
vérifie |%f(x,t)‘ < e~ % également. Donc F est de classe C! sur [a,0o[ pour tout a > 0, ce qui signifie que F est de
classe C! sur IR, avec F’(z) = — [;° sinte™*®dt.

En 0, il est clair que F(0) = fooo Si%tdt. Pour montrer la continuité de F' en 0, on ne peut pas utiliser le Théoreme
de convergence dominée car F est une intégrale semi-convergente en 0. Soit ¢(A) = fOA Sititdt pour A > 0. Alors
pour tout z > 0, par intégration par parties, fOA fla, t)dt = e *Ap(A) +x fOA ¢(y)e~*¥dy. Comme ¢ est bornée, pour
z > 0, on peut passer & la limite A — oo, alors F(z) = fooo %dt + :vfooo ¢(y)e~*¥dy. Par changement de variable,
z = my, on obtient que z [ ¢(y)e~*¥dy = [;* #(z/z)e"*dz. On peut alors prolonger la fonction = — ¢(z/x) définie
sur ]0, co] par une fonction g(z,z) = ¢(z/x) pour z > 0 et ¢g(0,2) = limy— o0 ¢(u) pour tout z > 0. Il nous revient
donc de montrer la continuité de [;° g(z, z)e”*dz. La fonction (z, z) — g(x,z)e™* est continue sur [0, co[x]0, oo[ et
de plus, |g(x,z)|e™* < g(0,z)e™* pour tout = > 0 avec [;° e~ *dz qui existe. Donc on a bien continuité de la fonction
z— [ g(z,z)e”*dz en 0 et donc limg 0 F(x) = [§° %dt—&-limz_,o z [° 9(0,z)e"*dz = [;° Si%tdt = F(0): F est
bien continue en 0. Ce raisonnement ne peut s’appliquer & F’ en 0 car F’(0) n’existe pas...).

11 est possible de calculer explicitement F’(x) grace a une double intégration par parties:

Jo sinte™®dt = [—coste™ ¥ — z [° coste™¥dt = 1 — z([sinte"*!|8° + z [° sinte™*'dt = 1 — 2? [ sinte”"!dt.
Donc F'(z) = —ﬁ,

fol e~ Ttdt < % alors F(0) = limg_, o0 Arctan(z) = 7.

ce qui implique que F(z) = —Arctan(z) + F(0). Mais comme limg_s o0 F(z) = 0 car |F(x)| <
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dt

x
Jo 2+ sin(1/t)
directement le premier corollaire p12 pour conclure la dérivabilité sur R.

Exercice 17 : F(x) = Pour Vz € R la fonction ne pose pas de probléeme de définition. On applique

O

2
(***) Etudier I'existence, la continuité et la dérivabilité de la fonction f(z) = [
lim, 100 f(2).

PT’OOf. 11 est clair que l'on doit avoir > 0 (sinon le logarithme n’est pas défini). Le seul probléme possible est en 0,
mais alors f(0) = foo ﬁdt = 0 par définition.

%dt. Déterminer
nt

Par changement de variables, y = Int et z = y/Inz, on obtient f(z) = ff %dz. Une telle fonction est continue et

dérivable sur [0, co[ car I'intégrale est définie sur un compact et la fonction (z, z) g est de classe C! sur [0, oo[x[1, 2].

1l est clair que f/(z) = flz r?dz = [ﬁxz]% = zlil;z, donc limg 00 f/(z) = 400 = limg 00 (). O



