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Correction d’exercices de la Feuille n® 2:

Intégrales multiples

(1) (*) Calculer // T er;iny) ot A = [0,1[2.

PTOOf, D’apres le Théoréeme de Fubini, on peut écrire que comme ’intégrale est définie,
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(2) (*¥*) Calculer // 1 +d;(j_y2y) ot A = {(z,y) €[0,00[%, x+ 2y < 2}.

Proof. On trace d’abord A et on s’apercoit que I’on peut parametrer A par {(z,y) € R?, 0 <z < 2-2yet0 <y < 1}.
Aussi d’apres le Théoreme de Fubini, on peut écrire que comme 'intégrale est définie,
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(3) (**) Calculer // 1 +d;ilry2y) ot A = {(z,y) € 0,002, v +y < 2}.

P?”OOf, On trace d’abord A et on s’apergoit que I’on peut paramétrer A par {(z,y) € R2, 0 <z <2—yet0 <y < 2}.
Aussi d’apres le Théoréme de Fubini, on peut écrire que comme 'intégrale est définie,
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(4) (**) Calculer // \/%dxdy ot A ={(z,y) € R*, 0 <y <z <2}.
AT =

PTOOf, On trace d’abord A et on s’apercoit que ’on peut parametrer A par {(z,y) € R?, 0<z<2et0<y< z}.
Aussi d’apres le Théoréme de Fubini, on peut écrire, si 'intégrale est définie, que
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(5) (**) Calculer dzdy ou A = {(z,y) € [0,00[%, 22 + y? < a®} avec a > 0 fixé.

Y
/ /A Va2 —y?
P7"00f. En utilisant le Théoréme de Fubini, on peut écrire que
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(la fonction est impaire et I'intégrale généralisée existe). O

(7) (*) Calculer /// (z + y)z dzdydz, puis /// (x +y 4 22 + 1) 2dedydz, ot A = {(z,y,2) €
A A
(0,003, z +y + 22 < 2}

PTOOf. Apres avoir tracé A on peut reparamétrer cette ensemble et ainsi écrire que A = {(z,y,2) € R?,0 < z <
2—y—22et0<y<2-—2zet0<2z<1}. On peut écrire d’aprés le Théoréeme de Fubini que
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(changement de variable: 2’/ = 2 — 2z).
Pour l'autre intégrale, on a:

1 1 2—2z 2—y—2z 1 1 2—2z 1 1
[ ] ot = o [ [ e [ [T D
A (z+y+22+1)? 0 0 0 (z+y+2z+1)2 0 0 y+2z+1 3

= /1 (In(3) —In(2z+1) — 1(2 —22))dz
0 3

1 12 224
= ln3f[5(2z+1)(1n(2z+1)71)}07g[zfj]o
= ln3f§(1n371)7171:2711n3.

2 2 3 3 2

O

(9) (***) Déterminer I'ensemble des valeurs de « telles que I, = / / (x + 2y)* dzdy existe, auquel
1N

cas, calculer I,. Méme question pour J, = / / (x + 2y)* dzdy.
o Jo

Proof. On utilise le Théoréme de Fubini. Si 1+a < 0, on a pour tout y > 0, [ (z+2y)% dx = T [(x+2y)1+°‘]
—1_‘_%(1 + 2y)!Te qui existe. De plus, si 24+ o <0, [{7(1+ 2y)!tody = m [(1 + 2y)2He] e
Donc I, existe si et seulement si o < —2 et I, = m

Pour Jg, on utilise encore le Théoreme de Fubini. Si 1+ a > 0, on a pour tout y > 0, [ (z + 2y)* dz = H—% [(z +

= 2(2+&) existe.

2y)1+°‘}é = 1+a [(1+2y)tte — (2y)1*+e] qui existe. De plus, si 2+ a > 0,
77 (@4 2y)t e —alte(y)ltaldy = H% [2(1+2y)2te — 21+0‘(y)2+°‘](1) = H%(%(?F*D‘ —1) — 21%9) existe. Donc

Jo existe si et seulement si o« > —2 et Jo = m ((32+°‘ -1) - 22+°‘).
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(12) (***) Pour (a,b) €]1,00[?, calculer / In (%)

variables (u,t) — (u — cost)~! et utiliser le Théoréme de Fubini).

dt (on pourra introduire la fonction & deux

cost

Proof. On peut écrire que / ln( / / g(u, t)dudt ot g(u,t) = (u — cost) ™! puisque
0

b—cost

/g(u, t)du = In (u — cost). Mais d’aprés le Théoreme de Fubini,

T b b T 1 b i 1
) dudt = — a)dt= Y
/o /(lg(u )du /a (/0 u — cost ) /; ([] u—1+tan2t/2 )

On pose v = tant/2, soit dv = %(1 + v2)dt. Donc
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) (¥**) Calculer le volume d’une boule de rayon r > 0 dans IR".
PT’OOf. On va se contenter du volume d’une boule dans IR3. I3 = fB dry...dzxs ou B = {(z1,...,23) € R3,x% +
.+ 23 < r?}. On effectue le changement de variable z1 = wucos(), z2 = usin(f) cos(t), z3 = xsin(f)sin(a)
pour —r < u <r, 0 € 0,7 et @ € [0,7]. On calcule le Jacobien et on trouve que |J| = u?sin(d). D’ou I3 =
Jo S [T, u? sin(0)dudfda = 7 x 2 x (2 3) = %W?"S. O

(15) (***) Soit A = {(z,y) € R? y<a?+y? < 1}.

(a) Tracé de A.

dzd
(b) A l’aide d’un changement de variable en polaire, calculer / / %

Proof. On s’apercoit sur le tracé que A = D1 \ Do, ot D1 est le disque unité et Dg est le disque centre (0,1/2) et de

dzd dzd dzd
rayon 1/2. Aussi a-t-on // S A // . // 9T Avecle changement
(1+2a2 +y2)? o (L+a? +42)2 o (L+a% +42)2

de coordonnées polaires cla551que Jacoblen =), on obtlent que
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Par ailleurs, on peut paramétrer Cy par x = rcosf et y = l +7sinf, o0 0<r <1/2et 6 €[0,2n]. Alors:

// dxdy /1/2/27r
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Ce calcul peut étre continué, mais le résultat est horrible et demande une haute technicité (remplacement de sin 6 par
tan@/2... 0O



