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Correction d’exercices de la feuille n° 4:

Equations differentielles linéaires

(*) Déterminer les solutions maximales des équations differentielles suivantes avec la condition ini-
tiale y(0) =0 :
Ty +2y = 223 522 +dx+1; Yy +2y = 2?2 —22+3; y'+y=zexp(—x); ¥y —2y = cos(x)+2sin(z).

Proof. 7y +2y =223 — 522 + 4z +1

(EH) 7y’ +2y =0

La solution de I’équation homogene est donnée par : yg(z) = kexp(%Q) keR
Recherchons maintenant une solution particuliere de la forme y,(z) = A(z) exp(%) par la méthode de variation des
constantes

yp(z) = k' (z) exp(%Q) —2/7k(x) exp(%Q) on remplace dans 1’équation avec second membre
7K (x) exp(%Q) — 2k(x) exp(%) + 2k(z) exp(%Q) =223 — 522 + 4z + 1

Onak'(z) =1/7 exp(%z)(Qz?’ — 522 4 4z 4 1) pour intégrer cette équation , introduisons

I = [2¥ exp((2/7)z)dz

I, =7/2exp((2/7)x) — 7/2kI)_1

on a ainsi k(z) = 2/7I3 —5/7I2 +4/711 + 1/2exp((2/7)x)

En calculant Ig, I1, 12 et I3 on a

k(z) = 23 exp((2/7)x) — 1322 exp((2/7)x) + 93z exp((2/7)x) — 325 exp((2/7)x) d’oti:

yp(x) = 2% — 1322 + 93z — 325

finalement y(z) = )\exp(%Q) + (23 — 1322 + 932a325)

la condition initiale y(0) = 0 permet d’avoir A — 325 = 0 donc X = 325

y(z) = 325 exp(=2) + (2 — 1322 4 93z — 325)

v 4+2y=22—22+3
(EH) y' +2y =0
La solution de I’équation homogene est donnée par : yg(z) = kexp(—2z) keR
Recherchons maintenant une solution particuliere de la forme yp(z) = A\(x) exp(—2z) par la méthode de variation des
constantes
ici le second membre est un polynéme de degré 2, on peut utiliser la méthode précédente, on obtient :
It = [ 2 exp(2z)dz
I, = 1/2z% exp(22) — 1/2kI},_,
on ainsi k(z) = %a:2 exp(2z) — %exp(2x) + % exp(2z) d’ou :
i) = de? 5 1 4
finalement y(z) = Aexp(—2z) + %xz - g + %7
la condition initiale y(0) = 0 permet d’avoir A — %7 =0donc A = —%
Vi) =~ exp(-20) + Jet - 3 4 17

y'(z) — 2y(z) = cos(z) + 2sin(x)
(EH) y' —2y=0
La solution de I’équation homogene est donnée par : yg(z) = kexp(2z) k€R
Recherchons maintenant une solution particuliere de la forme y,(z) = acos(z) + Bsin(x)
On dérive une fois , puis on réinjecte dans ’équation de départ, on obtient par identification :
a=—-%etf=-2.

bl 9
ainsi yp(z) = —% cos(z) — %sin(x) .
y(z) = kexp(2z) — é(4 cos(x) + 3sin(x))
avec la condition initiale y(0) =0 on a k = 13—0
finalement y(x) = 1—30 exp(2z) — %(4 cos(z) + 3sin(z)) .
g

(**) Déterminer les solutions maximales des équations differentielles suivantes avec la condition
initiale y(0) =0 :
v4y=0+exp@)™ 4y’ +y=1+m(l+a); v —2L=2a% y —2zy=(1-2)exp(z).
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Proof. 4 +y=0

(EH) y' —2y=0

La solution de I’équation homogene est donnée par : yg(z) = kexp(—z) k€R
Recherchons maintenant une solution particuliére de la forme y,(z) = A(z) exp(—z) par la méthode de variation des
constantes

Yp(x) = N (x) exp(—x) — A(x) exp(—x) on obtient :

N(z) exp(—z) = (1 + exp(x)) !

Az) =1n (1 + exp(z))

Yp(z) = exp(—z)In (1 + exp(z))

la solution générale donne : y(z) = kexp(—z) + exp(z) + In (1 + exp(z))

avec la condition initiale on a: k4 1In(2) d’od : kK = —In(2) ainsi

y(z) = (—In(2)) exp(—x) + exp(—z)In (1 + exp(z)) , cette solution est définie sur R.

Ql+z)y+y=14+In(1l+z)
(EH) 1+2)y"+y=0
sur R — {—1} on a yg(z) = Xexp( [y 1+#acdgc)
yu(z) = A
une solution particuliere est donnée par : yp(z) =In (14 z) d’ot:
y(@) = Az +In(1 +2)
avec la condition initiale y(0) =0 on A = 0 d’ot :
y(z) =In(1+ z) pour z > —1
y/ _ % — x2
(EH) y -1z =0
ly(z)| = klz|
y(z) = A|z| solution de I’équation homogene
recherche de solution particuliere de la forme ax
yp(x) = az®
yp(x) = 3ax?
Yp(x) — L’;m) = 3ax? — ax?
yp (@) — 2

x
finalement y(z) = A|z| + %x3

3

=

= 2ax? d’oli a =

—_— N

a solution est défine sur R tout entier .
O

(**) L’accroissement instantané d’une population P est proportionnelle & cette population. De plus
la population double tout les 50ans. En combien de temps triple t-elle?

PT‘OOf. L’accroissement instantané d’une population P proportionnelle & cette population se modélise par : P/(t) =
kP(t)

le doublement de la population tout les 50ans , ’est par : P(t + 50) = 2P(t)

On a P(t) = Cexp(kt)

P(t+ 50) = C exp(k(t + 50))
P(t + 50) = C exp(kt) exp(50k)
On a : Cexp(kt) exp(50k) = 2C exp(kt)
on obtient : k = 1151—02
par la suite , on cherche x tel que P(t 4+ x) = 3P(t)
On a Cexp(k(t+ z)) = 3C exp(kt) d’ott & = thS

et x = 5101117%2 r=179,24 T79ans et un quart

(**) Soit f une fonction de classe C* sur R telle que

Proof. résolvons f'(x) + f(z) = g(x)

(EH) f'(z) + f(z) =0

f(x) = Aexp(—=z) , pour la solution particuliere, on utilise la variation des constantes

f(z) = k(z) exp(—=)

On a avec la méthode de variation des constantes : f,(z) = exp(—z) [y g(t) exp(t)dt

f(z) = Nexp(—z) + exp(—z) foz g(t) exp(t)dé

comme limg — 4 00 g(x) = 0 <=Ve > 0,3A tel que £ > A =—g(x)—j € then | exp(—z) [ g(t) exp(t)dt| < exp(—z) [ |g(t) exp(t)|di+
exp(—x) [ l9(t)] exp(t)dt

lexp(z) [ g(t) exp(—t)dt| < exp(—z) fOA lg(t) exp(—t)|dt + exp(—x)e [} exp(—t)dt

On a bien limgz— 4o f(z) =0
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O

(8) (**) Déterminer les solutions maximales des équations differentielles suivantes avec la condition
initiale y(0) = ¢/(0) =0 :

Proof. y' — 2y +y==x

(EH) y" =2y +y =0

Equation caractéristique : 72 — 2r +1 =0

il y a une solution double , d’out : yg(x) = (+p)exp(z) A, peR.

le second membre étant 'application identité on cherchera une solution particuliere de degré 1 .
Posons y(z) = ax +b

en remplacant dans I’équation on trouve : —2a +ax+b=x dou: a=1et b=2
Yp(@) =2 +2

ainsi y(x) = (+p) exp(z) +x + 2

y0)=p+2=0=p=-2

y'(x) = Aexp(z) + (+p) exp(z) + 1

yY(0)=A-2+1=0

A=1

finalement y(z) = (z — 2) exp(x) + = + 2

Y — 4y + 3y = 2z + 1) exp(—x)
(EH) " — 4y’ + 3y =0
Equation caractéristique est : 72 —4r +3 =0
d=4
on a deux racines , 1 et 3 d’ou la solution homogene est de la forme : ypg(z) = aexp(z) + Fexp(3z)

ici f(z) = (2z + 1) exp(—=x)
la solution particuliere est de la forme y,(x) = Q(x) exp(—x)
avec degrA© de Q égale & 1
Yp(z) = (az + b) exp(—2)
Yp(2) = aexp(—z) — (az + b) exp(—z)
Yp(w) = (—2a + azx + b) exp(—x)
en remplagant dans 1’équation complete on a : a = %, b= 3
Yp(x) = (32 + &) exp(—2) ainsi :
y(x) = (aexp(z) + Bexp(3z)) + L(z + &) exp(—2)
avec les conditions initiales, on a comme dans l’exercice précédent
o=, 9=-1
y(a) = (—gexp(z) + g5 exp(3z)) + 1 (z + §) exp(—a)

y" — 4y + 3y = x cos(x)
C’est la méme équation homogene que précédemment , on va donc chercher directement une solution
particuliere de la forme : y,(x) = (azx + b) cos(x)

comme précedemment on a: a = % etb=1

2
dou : yy(z) = (32 + 3) cos(z)

avec les conditions initiales on o = é et 8= —%
on a ainsi : y(z) = (—3 exp(z) + 5 exp(3z)) + §(z + 2) cos(x)

Yy +9y=x+1
(EH) " +9y =0
Equation caractéristique 72 + 9 = 0
les solutions sont : —3¢ et 3i
la solution homogene est donc yy(x) = acos(3x) + G sin(3z)
icd f(z) =z +1
On recherche une solution particuliere de la forme az + b
comme précedemment on trouve a = % et b= %
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dot yp(z) = §(x+1)
y(z) = acos(3z) + Bsin(3z) + §(z + 1)

avec les conditions initiales a = fé et 0= 721—7

y(z) = —§ cos(3x) — 5= sin(3z) + &
U

(**) Soit I’équation differentielle zy"” 4+ 2(x + 1)y’ + (z + 2)y = 0. En posant z = xy, resoudre cette
équation differentielle sur R. De méme pour y” + ¢’ — y cos?(x) = 0 en posant ¢t =, puis zy” +y =0
en posant t =.

Proof. En posant z =xzy,on a2z =y+ay , 2"’ =2y +ay”

en remplagant dans I’équation , on a :2”” +2z' +2 =0

Equation caractéristique : 72 4+ 2r +1 =0

on a une racine double , la solution est de la forme : z(z) = (4+03) exp(—x)

zy(z) = (+8) exp(—z)

y(z) = (e + g) exp(—x) est solution sur | — oco; 0 ou ]0; 400 .

Soit y une solution sur R, alors il existe des constantes A1; u1; A2; u2 € R telles que :

Pour que y admette une limite en 0, il est nécessaire que p1 = p2 = 0, puis que A1 = A2 pour que les limites &
droite et & gauche coincident , les solutions sur R sont donc y(z) = A exp(—=z)

y" + ' tan(z) — ycos?(z) =0
L’équation est définie sur les intervalles | — § + km; 5 + kn|[ .
En posant ¢t = sin(z) posons z(t) = y(x) y(z) = z(sin(z))
On a y'(z) = cos(z)z’(sin(x))
y"(x) = —sin(x)2’ (t) + cos?(x)z" (t)
on réinjecte dans I’équation et on a : 2(z)z”(t) — cos®(z)z(t) = 0 sur ] — F + km; 5 + kn[, cos?(z) # 0 donc
2"(t) —z(t) =0
on a z(t) = Aexp(t) + pexp(—t); \,n € R
d’olt en revenant & y , y(z) = Aexp(sin(z)) + pexp(—sin(zx))

/1!

22y’ +y =0 en posant t = In (x)
On resoud ’équation sur |0; +oo[
posons z(t) = y(x)
on a bien z(t) = y(exp(t))

2'(t) = exp(t)y(exp(t))

2" (t) = exp(t)y(exp(t)) + exp(2t)y(exp(t))
ainsi 2" (¢t) — 2’ (t) + 2(t) =0

équation caractéristique : 72 —r +1=0

on a deux racines complexes r; = 1%‘/5 d’ou:

2(t) = Aexp(§) cosl(5)1] + psin[(5)1]
comme t =, les solutions sur ]0; +oo[ sont :

y(x) = AWz cos(42) + py/zsin( L)

ourg =



