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1. (Sur 22 points) Soit le programme:

n=1000
X=runif(n,0,1)
Y=(1-X)"(-1/3)
mean (Y)

(a) Donner la fonction g telle que Y = g(X), montrer que g est bijective sur [0, 1], donner g~! et
son domaine de définition (2pts). En déduire que chaque composante Y; de Y est une pseudo-
réalisation d’une variable aléatoire dont on montrera que la densité de probabilité est f(y) = 3y~
pour y > 1 et 0 sinon (2pts).

(b) On a obtenu [1] 1.490449. Expliquer pourquoi ce résultat n’est pas surprenant (3pts).

(¢) On pose I = 1+°° e~tt~*dt. Montrer que I existe (1pt), puis que I ne peut étre calculée
explicitement & partir d’intégrations par partie répétées (2pts).

(d) Donner, en justifiant, un programme d’une ligne en R permettant d’approcher I a partir de ¥’
obtenu plus haut (2.5pts). Quelle est la vitesse (en n) de cette approximation et pourquoi?
(0.5pts)

(e) Peut-on approcher I par la méthode des rectangles (justifier)? (1pt)

(f) A T'aide d’un changement de variable, montrer que I = fol h(s)ds avec h(s) = s?e~ /% pour
s €]0,1] et h(0) = 0 (1pt). Montrer que h € C?([0,1]) (on traitera en particulier le cas des
dérivées premicre et seconde en 01) (2pts).

(g) En déduire un programme en R permettant de calculer I par la méthode des trapezes (2pts).
Quel nombre n de trapeézes est nécessaire pour étre stir de calculer I avec une précision de 107107

(3pts)

Proof. (a) Ona g(z) = (1 —z){ — 1/3), définie et méme de classe C*° sur [0,1]. On a ¢'(z) = 11— x)~% > 0 sur
[0, 1], donc g est bien bijective de [0, 1[ dans [1,4+o0[. L’ensemble de définition de g~ est donc [1,4-o0[ et comme
y=1—-z)"3 alorsy 3 =1—2,dotvz=1—y > et ainsi g~ }(z) =1—25.

On sait que si la fonction de répartition de Z est Fz alors I, '(U) suit la méme loi que Z, avec U ~ U([0,1]). Donc

ici, on en déduit que chaque composante de Y est une pseudo-réalisation d’une fonction de répartition F = g~ '.

Or on sait que f(y) = F'(y) et comme F(y) =1 —y~> pour y > 1 et 0 sinon, alors f(y) = 34" pour y > 1 et 0

sinon.

(b) Sionnote Y = (Y1,...,Y,) alors mean(Y)= X (Y; 4 --- 4+ Y,,). Or on sait d’apres la loi des grands nombres, que
pour n grand, alors = (Y1 + -+ 4+ Y5,) ~ IE(Yy). Mais IE(Yy) = floo y3y tdy=3 floo y~*dy = 3/2. Et on a bien
1.490449 ~ 3/2.

(c) I existe car par exemple, 0 < e 't™* < e " pourt > 1 et floo e 'dt = [-e "5° = 1, donc d’apres le théoréme de
comparaison [ existe. Par IPP, I = [z % *]{*—1 floo g% " dr = % L ([-1z e )01 floo x_ze_zdx) =

e+ 1 floo v ey = fet + % ([—xileﬂ:}‘f" - floo chlefxdx) =1t -1 floo e e "y = el —

([ln(az)(f””]‘l>c + floo ln(a:)efzdm). On ne peut donc pas aller plus loin pour essayer d’avoir une formule explicite

our [

e -

T o= o=



(d)

11 est clair que I = %IE(@‘Y“) ott la densité de Yy est f(y) = 3y~ *. On en déduit par la loi des grands nombres

que I peut étre approchée par %% (€7Y1 + 4 efY"). D’ou la ligne de code:

mean (exp(-Y))/3

La vitesse d’approximation est celle de la méthode de Monte-Carlo donc en /n. Ceci découle du théoréme de la
limite centrale.

Le domaine d’intégration étant [1, 0o, ce n’est pas un compact et la méthode des rectangles ne peut donc directe-
ment s’appliquer.

Si on pose s = 1/t, dt = —1/s%ds et on a bien [ = fol s2e Y5 ds.

Il est clair que h est de classe C* sur |0, 1], le probléme étant en 0. Pour la continuité en 0, cela revient également
4 considérer la limite de la fonction £(z) = 272%™ en +oo (avec x = 1/s) qui tend vers 0 = h(0), grice a la
comparaison des vitesses en puissance et de 'exponentielle. Ensuite, on considere (h(s) — h(0))/(s — 0) = h(s)/s
lorsque s tend vers 0, et de méme on a bien une limite qui existe et est 0. Donc A est dérivable en 0. De
plus on a h'(s) = e /*(1 + 2s), donc h'(s) — 0 quand s — 0F: h est bien de classe C* sur [0,1]. Enfin,
(W'(s) — B'(0))/(s — 0) = e **(1/s +2) — 0 quand s — 0%, donc h est deux fois dérivable en 0% et comme
R (s) = e 1/*(1/s* +2/s +2) = 0 quand s — 0%, donc h est bien de classe C* sur [0, 1].

On peut désormais utiliser la méthode des trapeézes pour calculer I car [0, 1] est bien un compact. Un programme
serait:

n=1000

i=(0:(n-1))/n; j=i+i/n

I=0.5*mean (i~ 2*exp(-1/1i)+j 2*exp(-1/j))

On sait que l'erreur de P'approximation est majorée par 55 M2, ot M2 = supy k" (s)|. On a B (s) =

12n?2
e~/*s7* > 0, donc R’ est croissante sur [0,1] et Ma = 5/e. On en déduit que lerreur d’approximation est
A ~ ep s pss N — . 4 s 104 1/2 .
majorée par # Pour étre stir que cette erreur soit inférieure a 10 107 on doit vérifier n > (51135 ) / , Solt
n > 410* (environ).
O

2. (Sur 11 points)

(a)

(d)

On a tapé les commandes suivantes:

n=50

J=rep(1,n)

I=diag(1,n)
A=T-JY*%solve (£t (J)%*%J) %x%t (J)
Al1,1]; A[1,2]

On obtient: 0.98 -0.02. Ecrire mathématiquement la formule de A, la simplifier en fonction de
n et retrouver mathématiquement les deux résultats numériques précédents (2pts).

Montrer théoriquement que A? = A, A = ‘A et calculer AJ (2pts). En déduire que A est
la matrice d’une projection orthogonale dont on précisera le sous-espace vectoriel de projection
(2pts). Une telle matrice est-elle diagonalisable? (1pts)

On compile alors les commandes suivantes:

x=3; x[2]=2

for (i in c(1:500))

x[i+2]=x[i+1]-(x[i+1]-x[i]) *det (A-x[i+1]1*I)/(det (A-x[i+1]*I)-det (A-x[i]*I))
plot(3:502,x[3:502])

Rappeler comment R calcule le déterminant d’une matrice (1pt). Montrer que la suite (x[k])
est construite par la méthode de la sécante pour résoudre f(xg) = 0 avec f que l'on précisera
(1pt). Comment appelle-t-on alors z¢? (1pt)

On obtient alors le graphe suivant:
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Que peut-on dire quant a la convergence de cette suite et quelle est sa limite? Pourquoi? (1pt)

Proof. (a) Ona A=1—J(*JJ)"*J, ot I est la matrice identité de taille n, et J = (1,---, 1), vecteur colonne de

(d)

taille n également. Or ‘JJ = n donc (*JJ)™* = 1/n, et J'J est la matrice carrée de taille n avec des 1 partout.

Donc
n—1 -1 -1
1 -1 n—1 --- -1

-1 -1 -+ n-1

Pour n = 50, on retrouve bien les nombres obtenus.

A=T-JIN M NI-JTN™ "N =T-2J( TN TJ+J0TN M JI¢TnN " T=I-2J(TJJ) T+
JEITN) ™ MI=1-J(CJJ)"""J = A

Comme *(AB) ='B'A,ona'A="T—-'(*"J)(*JJ)"'"J = A. On a facilement AJ = 0.

Le fait que A2 = A montre que A est une projection, le fait que ‘A = A rajoute le fait que c’est une projection
orthogonale. Enfin, puisque A J = 0, alors J appartient & 'orthogonal du sev de projection: on peut donc penser
que ce sev est inclus dans J*. Et effectivement, si X € J* alors t{JX = 0 donc AX = X: le sev de projection est
Jt.

Cette matrice vérifie: comme J @ J* = R", pour X € Vect(J), AX = 0, donc 0 est valeur propre de sev propre
Vect(J) et pour X € J*, AX = X, donc 1 est valeur propre de sev propre J»-. On en déduit que A est bien
diagonalisable.

R calcule le déterminant en effectuant d’abord une décomposition LU, avec les termes diagonaux tous égaux a 1,
et ainsi le déterminant de la matrice est det(L) det(U) = det(U) = [ Ui; puisque U est une matrice triangulaire.

On a bien z[k + 1] = z[k] — f(x[k])(%)il avec f(z) = det(A — zI), donc la suite (z[k]) est bien
définie a partir de la méthode de la sécante pour résoudre une équation de type f(xo) = 0; du fait de la définition

de f, xo sera donc une valeur propre de A.

On s’apercoit que la suite tend vers 1. Ce n’est pas surprenant car c’est une des deux valeurs propres de A!



