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Correction de certains exercices de la feuille n° 1:

Intégrales généralisées

(**) Calculer les intégrales définies suivantes :
1
2
A:/ (t+ 1)*dt pour « € R B:/
1

t3—t2

dt C= / V2 +tdt

PT‘OOf. Toutes les intégrales sont définies, donc il n’y a pas de probléeme de convergence.

a A= L[+ 1)) = L Botl —20t ) sia# —let A= [In(t+ 1)]2 =1In(3/2)sia=—1.
3 _ 42 _ 2 . 2 c

b. Onat’ —t*—4=(t—2)(t*+t+2). Malsm t2+t2+t+2

que 'on peut trouver par exemple par identification. Ainsi, a +b=0,a+c—2b=0et 2a —4c =2 d’ott a = 1/4,

b=—-1/4 et c=—-3/4. D'ou

ou a, b, c sont des constantes réelles,
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oll on utilise le changement de variable u = (2t 4+ 1)/v/7.
. C=[3@+17?)2, =42 o

(**) Etudier la convergence des intégrales suivantes:

1 —t
sint e
A:/sm( / C:/ o
0 \/t(l—t) 0 Vi3 —2t2 4+t

Proof. a. Le probleme de convergence a lieu en 0. Mais |sin(%)| <1let fol dt < oo donc d’apres le théoreme de
comparaison, A est absolument convergente.

b. Il y a des problémes de convergence en 0 et en 1. En 0 la fonction f est prolongeable par continuité par 0, donc
J/2 f(#)dt existe. En 1, f(t) ~ sin(1)(1 — ¢)~1/2. Or d’aprés f11/2 (1 — t)~Y/2dt < co donc d’apres le théoreme de
comparaison, f11/2 t)dt est absolument convergente. Ainsi fo t)dt est absolument convergente.

c. 3 —2t2 4+t =1t(t —1)? donc il y a un probléeme de convergence en 0 et en 1. En 1=, f(t) ~ e~ (1 —t)~! et comme
fol(l —t)~1dt diverge, C n’est pas absolument covergente donc divergente (car la fonction est positive). O

(**) Déterminer la nature (semi-convergente, absolument convergente divergente) des intégrales:

+00 400 +oo 4w
2 1
A= / sin( dt B = / sin(t _1/tdt C= / sin(t + )dt D—/ dt
‘/|t|+ o cost

PT‘OOf, a. Le probleme de convergence a lieu en 4+o00. Si on pose u = V/t soit dt = 2udu, d’ou foa sin(\/f)dt =

foﬁ 2usinu du dont on montre facilement par une intégration par parties que c’est une intégrale divergente quand
a — oo.

b. Les probléemes de convergence ont lieu en 0 et +0o. En 01, f(t) est prolongeable par continuité, donc intégrable.
En +oo c’est plus compliqué... On a grace &4 un développement limité, f(t) = sin(t) — sin(t)/t + O(1/t%). Comme
fl sin(t)/tdt est semi-convergente, fl 1/t2dt est absolument convergente et fl sin(t)dt divergente, on en déduit que
J7° F(t)dt est divergente.

c. Les problemes de convergence ont lieu en —oo et +00, mais les 2 cas sont trés proches, donc on ne traitera que le cas
+o00. On utilise une intégration par parties, et [~ Si:‘/(tarif) dt=[— CO\S/SS’ET'?)];O _1 e %
converge et la seconde intégrale est absolument convergente (théoréme de comparaison), donc C' est semi-convergente
(on montre comme dans le cours qu’elle n’est pas absolument convergente).

d. Les problemes de convergence ont lieu en 7 /2, 3w /2, 57/2 et 7n/2. En m/2, grace & un DL d’ordre 1, cost ~ 7/2—1

dt. Le premier membre

et il est clair que foﬂ-/Q(ﬂ/z — t)~1dt diverge, donc d’apres le théoréme de comparaison, D diverge. O

(**) Apres avoir montré son existence, calculer lim
n—+00 P 712 + k2
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Proof. On a nzikQ = % 1+(kl/n)2: on retrouve donc une expression de la forme %22:1 f(k/n) soit une somme
de Riemann donc la limite, lorsqu’elle existe est fol f(t)dt. Ainsi ici la limite est fol ﬁ = [Arctgt](lJ = 7/4 qui
existe. O

(**) Etudier la convergence des intégrales suivantes:

oo t oo 9 oo Int
A= - B= -1 - _ ot
/0 ttdt /1 exp(—In*(t))dt C /1 t(l—i—lnt)?dt
“+o0 1 doo 42 o . -
D:/ sint sin(=)dt E:/ C 1:/ sin(me™) .,

PTOOf, a. Problemes de convergence en 0 et co. En 0 on peut prolonger par continuité, en oo on utilise le fait que
t—t = e~tINt < e=t pour ¢ > 1: donc d’aprés le théoréme de comparaison A est absolument convergente.

b. Probléeme de convergence en co. Mais ¢2 exp(—In2(t)) = e2ne-In?@) _ o quand t — oo, donc d’apres le théoreme
de comparaison B est absolument convergente.

c. Probléeme de convergence en co. En oo, t(li#tﬂ ~ ﬁ et [;° ﬁdt = [In(ln (t))];o = oo (intégrale de

Bertrand). Donc d’apres le théoréme de comparaison C' diverge.

d. Probleme de convergence en co. En oo, sin(%) = % + O(1/t3), d’ou sint sin(%) = sint/t + O(1/t3). Comme

J: 1°° sint/tdt est semi-convergente et |, 100 1/t3dt absolument convergente, on en déduit que D est semi-convergente.
—¢2

€

t+1

e. Probleme de convergence en co. On utilise le théoréme de comparaison et le fait que #2 — 0 quand t — oo:

E est absolument convergente.
i —t —t —t
f. Probléme de convergence en co. Comme e~* — 0 quand ¢t — 0o, on en déduit que % ~ T et . Or 100 et dt
—t
est absolument convergente (il suffit de voir que Et < e tpourt>1et floo e~tdt < c0), on en déduit d’aprés le
théoréme de comparaison que I est absolument convergente. O

oo

(**) On pose I'(t) = / z' e "dx, pour n € 7.

0
(a) Déterminer I’ensemble de définition de T'.
(b) Calculer I'(1) et I'(2). Déterminer une relation de récurence entre I'(n+1) et I'(n) pour n € IN*.
(c) Calculer I'(n).

PT’OOf, (a) Sit > 1, I'(t) admet un unique probléme de convergence en oo, que 1’on résoud aisément par un théoréme
de comparaison (on a pour tout ¢, 2 z*~1e~% — 0 pour  — c0). Sit < 1, on a également un probleme de convergence
en 0. Comme alors zt~'e=% ~ z?~1 on en déduit par le théoréme de comparaison que I' est convergente pour t > 0
et divergente pour ¢ < 0. L’ensemble de définition de I" est donc ]0, ocof.

(b) Par des calculs simples I'(1) = 1 et grace & une intégration par parties, I'(2) = 1. En utilisant une intégration par
parties, on montre que I'(n + 1) = nT'(n).

(c) On déduit de ce qui précede que I'(n) = nl. O

(¥**) Soit f : Ry — R4, dérivable sur Ry, telle que ll){r‘_l zf(z) = 0et lim 2°f'(z) = 0.

T—+0o0

—+oo
Montrer que l'intégrale / f(t)dt converge.
0

Proof. 1’intégrale O+°O f(t)dt a pour unique probleme de convergence +oc. Or [° f(t)dt = [tf(t)]go =[S tf (t)dt
et ces deux membres sont convergents d’apres les hypotheses: le premier du fait que limg—y 400 zf(z) = 0 et le second
du fait limg— oo z2(2f'(x)) = 0 (absolue convergence par 1'utilisation du théoréme de comparaison avec I'intégrale
de Riemann [ dt/t?). On en déduit que [;° f(t)dt converge. O



