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Correction de certains exercices de la feuille n° 1:

Espaces euclidiens et préhilbertiens

(***) Soit F l’ensemble des fonctions définies sur [0,1]. Montrer que Papplication f, g € E —
SUp,eoq [f(2)|lg(z)| n'est pas un produit scalaire.

PT‘OOf. Ce n’est clairement pas un produit scalaire car si on prend f(z) =1, ona < f,f >=1et < f,—f >=1ce
qui contredit I’hypothese de bilinéarité.

Il est plus intéressant de considérer f, g € E — SUPze0,1] f(x) g(x) qui n’est pas un produit scalaire non plus: par
exemple pour f(z) =z et g(z) =1,ona < f,g >=1et < —f, g >= 0 ce qui contredit ’hypothése de bilinéarité. [

(*) Soit I'espace vectoriel M,(IR) des matrices carrées de taille p & coefficients réels. Montrer que
pour toutes matrices M = (m;)1<ij<p et M' = (m};)1<i j<p de Mp(IR), 'application < M, M’ >=
P mi;m}; n’est pas un produit scalaire sur M,,(IR). Proposer un produit scalaire sur cet espace
vectoriel.

PT‘OOf. Il est facile de voir que la matrice M consitué de 1 partout sauf sur la diagonale sur laquelle on a des 0, est
telle que < M, M >= 0 alors que M # 0 ce qui contredit la quatrieme propriété du produit scalaire.
On pourra plutét proposer < M, M’ >= Tr(*M M’) (voir ci-dessous) ou une généralisation du produit scalaire

euclidien classique sur RP soit < M, M’ >= 37 | 3°¥_, m;;m],. O

(**) Soit E I'ensemble des suites numériques (u,)nen telles que 7 (u2 < oo. Montrer que E est
bien un espace vectoriel. Montrer que pour (z,y) € R?, 2|zy| < 22+%2. En déduire que Papplication

(un)ns (Vn)n € E— Z:;O:O Uy, v, existe bien, puis que c’est un produit scalaire sur E.

PTOOf, E est un sev de l’ensemble des suites numériques: la stabilité par la multiplication est évidente et pour
montrer la stabilité pour I’addition on utilise le fait que (un + vn)? < 2(u2 + v2). L’inégalité se montre en utilisant
(lz| — |y|)%2 > 0. Enfin, on vérifie aisément toutes les propriétés du produit scalaire (sorte de généralisation & n infini
du produit scalaire euclidien classique sur IR™). O

(**) Apres avoir introduit un produit scalaire adéquat, montrer les inégalités suivantes :
(a) pour z,2,y,y € RY, [wa’ + 2yy/| < V/? + 22/(2')? + 2(y')?.
1
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(b) ; Wdté (/01 In®(t)dt) (/O 1+1ﬁth) =..7
(c) Pour P € R[X], (/ 2 P(t)dt)? < % / (P(t))2dt.

-1 -1

Proof. On utilise 'inégalité de Cauchy-Schwarz dans les 3 cas, avec les produits scalaires: pour (a), < (z,y), (z/,y') >=
zz' +2yy’, pour (b), < f,g >= fol f(t)g(t)dt (ici on se place sur le sev des fonctions telles que fol F2(t)dt < oo dont on
montre que c’est un sev comme dans ’exercice (6), puisque 1’on doit considérer la fonction In? t qui n’est pas continue
en 0), pour (¢), < P,Q >= fil P(t)Q(t)dt. O

(***) Soit E = M, (IR) lespace vectoriel constitué des matrice carrées de taille n & coefficients
réels. Montrer que 'application < M, N >:= Tr(* M N) est un produit scalaire sur E. Déterminer
D,(IR)* ou D, (IR) est I'ensemble des matrices diagonales de E.

Proof. On sait que Tr(AB) = Tr(BA) et Tr(*A) = Tr(A): on en déduit donc la propriété de symétrie du produit
scalaire. Comme Tr(A + B) = Tr(A) + Tr(B), on en déduit la propriété de bilinéarité. Un rapide calcul donc
Tr(*AA) =37 SF_ a2, pour A = (a;;) donc < A, A>>0. Enfin < A, A >= 0 entraine ag; = 0 pour tout k et i
dans {1,--- ,n}, donc A =0.

Il est clair d’aprés le cours que dim(Dy(IR)1) = n? — n car dim E = n? et dim(Dy(IR)) = n. Soit M;; la matrice
carrée de taille n telle que M;; est nulle partout sauf pour la ligne i et la colonne j ol 'on a 1. Soit D une matrice
diagonale quelconque. Il est clair que si ¢ # j, alors Tr(*D M;;) = 0 car D M;; n’est pas une matrice diagonale, donc
< D, M;; >=0. Ainsi M;; € Dy, (IR)* pour tout i # j. Or la famille de matrices (M;;);; forme une base de E, donc
la famille (M;;);.; est libre et de cardinal n? — n: elle est donc génératrice et donc une base de Dy, (IR)>. O
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) (**) On considere E = R® canonique muni du produit scalaire euclidien usuel et e = (e, ez, €3) sa
base canonique. Soit a = (1,1,1) et F = {(z1,22,23) € E, x1 — 22+ x5 =0 et 21 = z3}.
(a) Montrer que F est un s.e.v. de E dont on précisera une base dans e et la dimension.
(b) Déterminer une base orthonormale de F'. En déduire pour = € E, pr(z) la projection orthogo-
nale de = sur F.
(c) Déterminer F*. Calculer de deux manieres différentes pour x € E, pp.(x) la projection

orthogonale de z sur Ft.
(d) Calculer d(a, F).

PTOOf. (a) On montre facilement que si u; et ug sont dans F, si A1, A2 € R, alors Aju1 + Aauz € F: F est bien un
sev de E. On voit que F est la réunion de 2 plans vectoriels non liés, donc F' est une droite vectoriel de base ((1,2,1))
de dimension 1.

(b) Comme ||(1,2,1)]] = v/6, on en déduit que fi = (1,2,1)/v/6 est une base orthonormale de F. On sait que
pr(z) =<z, fi > f1, donc si x = (x1,22,23), on a pp(z) = (z1 + 2z2 + x3)(1,2,1)/6.

(c) Tl est clair que dim F+ = 2. On vérifie aisément que fo = (1,0,—1) et f3 = (1,—1,1) sont deux vecteurs libres
appartenant & F- car orthogonaux & (1,2,1). On a pp1 (z) = z — pp(z) = (521 — 222 — 23, —221 + 222 — 223, —T1 —
279 + 513)/6. Autre méthode: par le procédé de Gram-Schmidt (ou bien directement), on a f5 = (1,0,—1)/v/2 et
f5=(1,-1,1)/v3 qui forme une b.on. de F+. Alors pp1 (z) =< z, f5 > fo+ < =z, f§ > f} et on retrouve ce qui
précede. O

(12) (***) Soit E = C°([0,1],R) l’espace Vectoriel des fonctions continues de [0,1] dans IR muni du

produit scalaire défini par (f, g) fo t)dt. Soit F' = IR[X] le sous-espace vectoriel des fonctions
polynomiales et soit g(z) = €® pour x € [0, 1].
(a) Montrer que g ¢ F.
(b) Montrer qu'il existe une suite (f,) de fonctions polynomiales (& préciser) convergeant vers g
pour la norme euclidienne.
(c) En déduire que F+ = {0}.

P?”OOf ) On a g(k)( 0) = 1 pour tout k € IN, donc g ne peut pas étre un polynoéme car sinon sa dérivée s’annulerait

forcement a partir d’un certain rang.
nt1

MCEVE

. n z" zn+1 . . n+2
doncsi fn(z) = Y j_g Sy, ona|g(z)—fa(z)| < e Gy pour tout z € [0,1]. Ainsi |[g—fn] < e (fo ((n+1>l) dx)l/z <

(b) Par la formule de Taylor-Lagrange, pour tout x € [0, 1] il existe ¢, € [0,1] tel que g(x) = >_p_q &7 "oy ec

e m donc ||g — fnll = 0 quand n — oo.

(c) (Attention: question trés difficile!) On sait que g ¢ I, donc pour tout P € F, ||g— P|| > 0 (car sinon, d’aprés
la propriété 4 du produit scalaire, g— P = 0 donc g = P € F'). De plus, d’apres la question 2, inf pc g ||g—P|| < |lg— frl|
pour tout n € IN donc infpcp ||g — P|| = 0. Donc il n’existe pas Qg € F tel que ||g — Qq|| = infpcr|lg—P|| =0. g
n’admet donc pas de projeté orthogonal sur F' et on ne peut pas essayer de considérer la relation g = pr(g9)+ppL (g)...
En fait, on sait (Théoréme de Stone-Weierstrass) que pour toute fonction continue u sur [0, 1], il existe une suite
(Pr)nen telle que Pp € IRp[X] et limn— o0 SUP,eo,1] [u(z) = Pr(z)| = 0. Comme ||u—Pr| < sup,¢(o,1) [u(z) — Pn(2)|,
comme dans IR, [X] qui est un sev de dimension finie il existe un unique projeté orthogonal p,(u) de u dans Ry, [X],
alors par définition ||u — pn(u)|| < |lu — Pn]| — 0 quand n — oco. Soit u € (R,[X])L. Alors d’aprés Pythagore,
llull?2 + |lpr (W)||? = |u — pn(u)||? car pn(u) € Ry[X]. D’apreés ce qui précede, on en déduit donc que quand n — oo,
lwll? + [lpn (w)l|? — 0, soit ||u||> — 0, ce qui signifie que si u € ), cpn(IRn[X])* alors u = 0 (d’apres la propriété 4
du produit scalaire). Enfin, comme R, [X] C IR[X], on sait que (R[X])* C (R, [X])" et ainsi si u € (IR[X])* alors
u € Nypen RnlX])L et donc u =0: FL = (R[X])+ = {0}. |

(13) (**) Soit P un projecteur sur F parallelement & G, ou F et G sont deux sev en somme directe

d’un espace vectoriel euclidien E (c’est-a-dire que P(zp + z¢) = zFp pour tout zp € F, zg € G).
Montrer que si pour tout « € E, ||p(x)|| < ||z|| avec || - || une norme euclidienne de E, alors P est un
projecteur orthogonal (soit F orthogonal & G).

P?"OOf. Supposons que F n’est pas orthogonal & G. Considérons u € G tel que u ¢ F (un tel u existe car sinon F
serait orthogonal & G). Alors u — Pr(u) € G et u — Pp(u) est non nul car sinon cela signifierait que v € F que l'on a
supposé distinct de G+, donc u et u — Pp(u) sont orthogonaux. On peut donc appliquer le Théoréme de Pythagore
et |lu — Pp(u)||? + ||ul|2 = || Pr(u)||? donc || Pr(uw)|| > |lul| ce qui contredit le fait que pour tout = € E, ||p(z)| < ||z]|-
F n’est donc pas orthogonal a G. O

(14) (**) On munit IR" du produit scalaire usuel. Soit H = {(x1,--- ,z,) € R", a121 + - + anx, = 0}

ou (ay,--- ,a,) sont des réels donnés non tous nuls. Chercher la matrice dans la base canonique de
IR" de la projection orthogonale sur H.
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Proof. H* est de dimension 1 car dim H = n—1. On montre que le vecteur (a1, - - - , an) forme une base de H (non nul

puisque les a; sont non tous nuls), puisque si z € H alors < (a1, ,an),x >=0. D’ou (a1, - ,an)/ a% +--+a?

<z,(a1,,an)>(a1, - ,an) —
@I tad)

(@ + - +a2) a1 X0 aimi, - ,an Y1y a;x;). En conséquence, pg(z) = (a? + -+ a2)" (1 aila;iz —

1), g ai(aiTn — anx;)), ce qui donne les coefficients de la matrice.

est une base orthonormale de HL. 1l est clair que py(z) =  — pyi(z) et pgyi(z) =

(**) Calculer le minimum sur IR? de f(a,b) = / (2% + ax + b)? sin(z) dz. Indication: On pourra
0

penser & une projection apres avoir introduit le produit scalaire (f,g) = fO—Hr f(t)g(t) sin(t)dt.

Proof. Le produit scalaire proposé en est bien un car sint est positive sur [0,7]. On a f(a,b) = |22 — (—ax — b)||?
donc on recherche inf,cr ||u — v||2 avec u le vecteur z + z2 et F le sev engendré par les fonctions = ~ 1 et
z +— z, soit FF = IR1[X]. Comme on a affaire & un sev de dimension finie (= 2) il existe un projeté orthogonal
de u sur F', donc inf, pc2 f(a,0) = [|u — Pr(u)||?. 1l est clair que Pr(u) = —apz — by avec ag et by tels que
< 22 + agz + by, 1 >=< 22 4 agx + by, z >= 0 puisque z2 + apz + bp € FL. Il nous faut donc calculer des intégrales
de type I, = f(;T xk sin(z)dz, qui s’obtiennent par intégrations par parties, puisque pour k > 2, I, = [— cos(x)mk]g +
k[ a* L cos(z)de = 7 + k([zF~Lsin(x)]F — k(k — 1)Ij_o = 7% — k(k — 1)Iy_3. Comme Ip =2 et I =, on a
In=n?—4et I3 =73 —6m. D'out Is+aola+bol1 = 0et Ia+aoli+bolp =0, d’ot ag = (Io]1 —Iol3)/(Iolo—13) = —7
et bp = 2. On conséquence Pr(u) = 7z — 2 et inf, 2 f(a,b) = foﬂ'(a:2 — 7wz + 2)?sin(x)dx = Iy — 2nl3 + (72 +
NIy — 4l + 41y = 7 — 1272 + 48 — 21(7w3 — 67) + (72 + 4) (7% — 4) — 472 + 8 = 40 — 472 ~ 0.52. |

(***) Soit FE un espace euclidien muni d’un produit scalaire < -,- > et de la norme associée. Pour

x € E\ {0}, on pose f(z) = ”5”2
(a) Montrer que f vérifie f? = fof = Idg.
z—
(b) Montrer que pour tout z, y € E\ {0}, || f(z) — f(y)|| = w

(c) Soit a, b, ¢, d € E. Montrer que: |ja—c¢| [[b—d| < |la=b| |[[c=d| +||[b—¢]| ||a —d|| (Indication:
se ramener au cas a = 0 et utiliser I'application f).

Proof. (a) f(f(@)) = f(/|1211%) = (o/l12112)/||=/1211?|* = llzl}* /(]2 [2]|?) = .
(b) I£() = F@)l = | allyll® - yllz|?|
2
Mais [[allyl2 - yllzl1?]|” = l2l?lll* = 20lel2yl1® < 2,y > +2ll*lyl = l2l2 ]2 - y]>
Dot [[zllyll? - yllall? | = l2l?llyll* - 2l2l?llyll? < =,y > +lz|*Iyll* = lelliylllz -yl et | £@) = F@I = k.
(c) On applique 'inégalité triangulaire, soit || f(b) — f(d)|| < [|f(b) — f(e)|| + || f(c) — f(d)]|, d’ol en remplagant,
lo—dl _ Jo=c| , le—d|
eIl = il " el Tdl

et en multipliant le tout par ||b]| ||d|| ||c||, on obtient ||c||||b —d|| < ||[b—c]|| ||d|| + ||c — d]| ||b]|. On a P'inégalité demandée
pour a = 0. Maintenant, si on applique cette inégalité & ¥ = b —a, ¢/ = ¢ —a, d = d — a, on obtient bien
lle —allllb —dll < [|b—clllld — all + [lc — d]|[|b— al|. 0

_x Y || = %‘
]2 llylI2 21y




