Correction de certains exercices de la feuille n° 3:

Intégrales dépendant d’un parametre

(1) (*) Montrer que I,, = fol x'/"dg existe pour tout n € IN*. Expliciter la limite I de (I, ).

Proof. Soit fn(z) = z'/™, n € IN*. f, est continue sur [0,1] donc I,, = fol zl/"dg existe Vn € IN*.
fo(z) = enine f(z) = 1. fn est continue sur [0, 1] donc mesurable et Va € [0,1], fn(z) < fnt1(x), donc par le
théoreme de convergence monotone il suit que: limy o0 fol fn(x)dz = fol f(z)dz = 1. O

(2) (*) Déterminer, si elle existe, lim, fon(l — Z)'dx.

Proof. ['(1— £)rda = [7° 1jg,n) (1 — £)"da.

Soit fn(z) = 1pgn)(1 — %)™ fn est continue par morceau donc mesurable, fn(z)—n—oof(z) =e™* et Vz € [0, 0],
[fn(z)| < g(x) = e (on utilise le fait que In (1 —z) < —z). [5° g(x)dx < oo, donc par le théoréme de convergence
dominée il suit que limp—sco fOOO fn(z)dz = fooo f(z)dx = 1. .

(3) (***) Déterminer, si elle existe, limy o0 f; arctan(nz)e " dx.

Proof. Soit fn(x) = arctan(nz)e=*" et I = J5° fa(x)dz. On a fp est continue sur [0,00[ et I admet un probleme de
convergence en +00, mais limg 4 00 22 fn(z) = 0 (arctan(nz) < %), donc par le théoréme de comparaison avec une
intégrale de Riemann il suit que I existe.

z si z €]0, 1]

: .
Tel siz=1 et fn(w)Sg(a:):{ siwe 0.1
S

On a aussi limn— 0o fn(z) = f(z) = e™ 7 siz€]l,+oo]

INEINE]

0 si x €]1, +o0[
avec g est intégrable sur [0, +ool. (Sur [0,1] g est continue sur un compact et sur |1,4o00[, g est continue et
limz 0o ng(x) =0).

Donc par le théoréme de convergence dominée on trouve:

oo o] 1 T oo T
lim / fn(z)dz = / f(z)dz = / —dx +/ 0dz = —
n—o0 Jo 0 0o 2 1 2

(4) (**) Déterminer, si elle existe, lim,, fooo W?)g#)l/n'

: _ 1
Proof. Soit fn(x) = T ara 7
e fn est continue sur [0, co[ donc mesurable.
o o7 fa(z)dz existe (car fo(z) < ﬁ)
1 .

— si0<x <1

* fn(®)noof(z) = { (H_fZ) i 1
2(1427)° six >

o |fn(z)| < g(z) = m et [o° g(z)dr < oo
donc d’apres le théoréme de convergence dominée, on obtient:
; 1
limn oo 5 fa(@)de = o Gramyde + [ samde = +0=1 O

(5) (**) Soit f: IR — IR une application dérivable et bornée sur IR. Apres avoir montré son existence,
calculer lim,, oo fooo e f(x)dx.

Proof. Soit fn(z) = e f(z). f est bornée donc | fn(z)| < || fllece™™%, et par suite [ e f(z)dz < || fllco [~ ™" dw <
o0.

e fn est continue sur [0, co[ donc mesurable

o frn(z)—=nooof(z)=0.

o V€N, |fu(x)| < g(z) = [[fllce™® et [§% g(z)dz = || flloo < co.
Donc par le théoréme de convergence dominée il suit que limy,— o0 fooo fn(x)dx = fooo f(x)de =0 O

(7) (***) Soit f une application définie sur [0, 1], & valeurs strictement positives, et continue. Pour
a >0, on pose F(a) = fol f(t)dt.

(a): Justifier que F' est dérivable sur IR", et calculer F’(0).
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(b): En déduire la valeur de lim,_ o (fol fe(t)dt) =,

Proof.  (a): Soit ¢: [0,1] x Ry — Ry, (t, ) — f(t)
e ¢ est continue sur [0,1] X IRy
. @( o) =1In f(¢) f¥(t) est continue sur [0, 1] x R4
donc F est de O sur R4 et F/(« fol o¢ 2(t,a)dt = fO In f(¢)f*(t), en particulier F’(0) = fO In f(¢)
(b): On cherche la limite de (F(a)) a = e:cp( InF(a)). Orona exp( InF(a)) = exp( In (1+o¢F’(0)+o(o¢))) =
exp(F'(0) + o(1)).
La limite recherchée vaut donc exp(F’(0)) = exp(fo In (f(t))dt)
O

(8) (***) Le but de I'exrcice est de calculer la valeur de I'integrale de Gauss I = [;° et dt. On définit
deux fonctions f, g sur IR par les formules

z L o= (t*+1)a®
f(x) :/ e Vdt et g(z) = / ——dt
0 0

241
(a) Prouver que, pour tout z € R, g(x) + f?(x) = T
(b) En déduire la valeur de I.

2 2
e~ (t*+1)x

Proof. (a) f est dérivable sur [0,00[ et f/(z) = e Regardons la dérivabilité de g: soit g(z,t) = e

soit o, B € R

o (z,t) = g(=, t) est continue sur [e, 8] % [0, 1].
o |9(z,t)| < iy, V(x,1) € [o, 8] % [0,1]
o (z,t) — % = —2ze~(*+1)2” st continue sur [, B] x [0,1]
o 29020 = |22]e= (P +D2? < p(t) = maz(|al, |B)e= D [Fh(t)dt < 0o (limy oo t2h(t) = 0).
Donc par le théoreme de dérivabilité d’une mtegrale dépendant d’un parametre, il suit que g est dérivable sur
(e, B], Va B € lRet donc g est dérivable sur R et ¢/ (z) = fl ag(z 8 gt = fol 2ze— (P +1)2% gt = 9ge—2" fol et g =
—2e—” Jo e=5"ds = —2e=" f(z). donc on obtient: [g(x) + f2(a:)]’ = 726712]0(93) + —2f'(z)f(z) = 0, ce qui
entraine que g(z) + f2(z) = g(0) + £2(0 fo t2+1dt
(b) On a I = limg—eo f(x) donc 2 = hmggﬁoo(f(ac))2 = Z — limz—o0 g(x

)-
convergence domineée on obtient limg o0 g(z) = fo 0dt = 0. Par suite I2 = % d’ou I = @

Et en utilisant le théoréme de

O

(12) (**) Donner le domaine de définitin, de continuité et dérivabilité de la fonction f(z) = [° <t gy,

0 1+t2
Proof. Par une IPP on trouve f(z) = 0°° (tlirt‘;)tz dt = k(x) ou k(z) = [;° (tlirt’;”)tz dt. Appliquant le théoréme de
dérivabité d’une intégrale dependant d’un parametre & la fonction k(x), notant par k(z,t) = (tljf;;”)g , il suit que:

o (z,t) — k(=, t) est continue sur IR X [0, 4o0].

o |k(z,t)| < t2+1 2= (%), ¢ est continue sur [0, 4o00[ et elle admet un pb de convergence en 400, mais ¢ ~oo %3
donc par le théoréme de comparaison avec une intégrale de Riemann il sui que ¢ est intégrable sur [0, +ool.
o (z,t) — Bkéz ) = ’zlfr‘;;;”zt est continue sur IR X [0, cof
o | 8k Ok(@,t) | < ﬁ = (). v est continue sur [0, +00] et elle admet un pb de convergence en +00, mais ¥ ~oo %2
donc par le théoréme de comparaison avec une intégrale de Riemann il sui que ¢ est intégrable sur [0, 4+oo].
ainsi on obtient k est de classe C'! sur IR donc dérivable sur IR, et par suite f est dérivable sur IR*. O

In(1-#)ln: 13
(15) (***) Montrer que fO MUAZDME gy — yeo 12
Proof. On aln(1 =) = =53 2% done G0 = — 575 2 et par suite L4t = — 53 £t =
S5 fu(t) 0l fu(t) = —E—Int.

In(1-t)In¢
t

® > 7° fn(t) est continue par morceaux sur [0, 1] converge simplement vers f(t) = et f est aussi continue

par morceaux sur [0, 1].
o 35 [ | fn(t)|dt < co. En effet:

> fol |fn(t |dt > 1 In 1( Int) =—3>9° TIL fo t"~1n (¢)dt, et par une IPP on obtient >_7° fo | fn(t)|dt =
n co 12rt™ oo 3
Y AW - “ndo— Pa Rl =5 < oo
et par suite fl M fO S° fa(t)dt =370 fo fa(t)dt =377 = 13 O




