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Feuille n° 1:

Espaces euclidiens et préhilbertiens

(1) (*) Soit F un espace vectoriel. Déterminer parmi les applications (z,y) — (z,y) de E x E dans R
suivantes, celles qui correspondent a un produit scalaire sur F.
(a) E=TRet (z,2') = 2%(2)2.
(b) E=TR et (x,2') = 22 — 2z’ + (2’)%

(¢) E=R?et ((,), (¢/,y)) = 2y — 2ya’ + yy'.

(d) E=1R?et ((z,y), (¢, ¢)) = z2’ + 2zy’ + 2y2’ + 8yy’.

(e) E=TRo[X] et (P,Q) = P(0)Q(0) + 2P'(1)Q'(1).

(f) E = C%(]0,2],IR) I'espace des fonctions continues sur [0,2] & valeurs réelles et pour f, g € E,

(f.9) = [22f2(1)g (t) + 2f'()g>(t)dL.

(2) (**) Soit u = (z,%) et ' = (2/,y') deux vecteurs de IR? que I’on suppose orthogonaux au sens
géométrique du terme (c’est-a-dire que si u est le vecteur OA et si v est le vecteur OB, alors AOB
est un triangle rectangle...). Montrer alors que zz’ + yy’ = 0.

(3) (*) Soit E = IR™ et soit (a;)1<i<n une famille de nombres réels strictement positif. Montrer
que lapplication (z,y) € E? — Y. a;z;y; est un produit scalaire (ou z = (z1, -+ ,z,) et
Tr = (y17"' ayn))

(4) (***) Soit E l’ensemble des fonctions définies sur [0,1]. Montrer que lapplication f, g € E
sup,epo,1) [f()|[g(x)| n’est pas un produit scalaire.

(5) (*) Soit lespace vectoriel M, ,(IR) des matrices carrées de taille p & coefficients réels. Mon-
trer que pour toutes matrices M = (mij)1<ij<p et M' = (m};)1<ij<p de Mp(IR), I'application
< M,M" >= Ele m;;m;,; n'est pas un produit scalaire sur M, (IR). Proposer un produit scalaire
sur cet espace vectoriel.

(6) (**) Soit E I'ensemble des suites numériques (uy,)nen telles que Y7 u2 < oo. Montrer que E est
bien un espace vectoriel. Montrer que pour (z,y) € IR?, 2|zy| < #2+y>. En déduire que I’application
(un)ns (Vn)n € E— fozo Uy, v, existe bien, puis que c’est un produit scalaire sur E.

(7) (**) Apres avoir introduit un produit scalaire adéquat, montrer les inégalités suivantes :
(a) pour z,2’,y,y € R, |z’ + 2yy'| < Va2 + 242/ (2')2 + 2(y')2.

1 1 1
Int 9 1/ 1 L
b ———dt < In?(t)dt)? ——dt)? =..7
0) | = f(/o at)* (| 1)

(¢) Pour P € RX], ( /_ 11 £ P(t)dr)? < % / ()Rt

-1

(8) (***) Soit E = M, (IR) 'espace vectoriel constitué des matrice carrées de taille n & coefficients
réels. Montrer que I'application < M, N >:= Tr(*M N) est un produit scalaire sur E. Déterminer
D,,(R)* ou D, (IR) est 'ensemble des matrices diagonales de E.

(9) (*) Soit E =1R? et pour x = (x1,x2) € E soit Papplication

N(z) = (433? + 325 + 4961332) /2

(a) Montrer que N (x) existe bien pour tout x € E.

(b) Montrer que N(z) est une norme associée & un produit scalaire que ’on précisera.

(¢) Déterminer une base orthonormale de E pour ce produit scalaire.

(d) Soit F'={x = (x1,22) € E, 2x1 + 22 = 0}. Montrer que F est un s.e.v. de E, puis déterminer
une base orthonormale (pour le produit scalaire précédent) de F et déterminer F=.

(10) (**) On considere E = IR® canonique muni du produit scalaire euclidien usuel et e = (e, e, e3) sa
base canonique. Soit a = (1,1,1) et F = {(z1,22,23) € E, x1 — 22+ 23 =0 et 1 = z3}.
(a) Montrer que F est un s.e.v. de E dont on précisera une base dans e et la dimension.
(b) Déterminer une base orthonormale de F. En déduire pour = € F, pr(z) la projection orthogo-
nale de = sur F.



(11)

(13)
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(c) Déterminer F+. Calculer de deux manieres différentes pour z € E, pp.(z) la projection
orthogonale de z sur F.
(d) Calculer d(a, F).

(*) Soit E = C°([0, 1], IR) r espace vectoriel des fonctions continues de [0, 1] dans IR muni du produit

scalaire défini par (f, g) fo

(a) Déterminer une base orthonormee du sous-espace vectoriel F' de F engendré par f1, fo définies
par fi(xz) =1, fo(x) =e* x €10,1].

(b) Déterminer la projection orthogonale sur F de f:x +— z, z € [0, 1].

(***) Soit E = C°([0,1],R) l’espace Vectoriel des fonctions continues de [0,1] dans IR muni du
produit scalaire défini par (f, g) fo t)dt. Soit F' = IR[X] le sous-espace vectoriel des fonctions
polynomiales et soit g(z) = e pour = € [0 1]

(a) Montrer que g ¢ F.

(b) Montrer qu'il existe une suite (f,) de fonctions polynomiales (& préciser) convergeant vers g

pour la norme euclidienne.
(¢) En déduire que F*+ = {0}.

(**) Soit P un projecteur sur F' parallelement & G, ot F' et G sont deux sev en somme directe
d’un espace vectoriel euclidien E (c’est-a-dire que P(zp + z¢) = zFp pour tout zp € F, zg € G).
Montrer que si pour tout z € E, ||p(z)|| < ||=|| avec || - || une norme euclidienne de E, alors P est un
projecteur orthogonal (soit F' orthogonal & G).

(**) On munit IR" du produit scalaire usuel. Soit H = {(z1,-,z,) € R", a121 + - + apz, = 0} ol
(a1, -+ ,a,) sont des réels donnés non tous nuls. Chercher la matrice dans la base canonique de IR™
de la projection orthogonale sur H.

(**) Soit E = C°([—1,1],IR) l'espace vectoriel des fonctions continues de [—1,1].
(a) Montrer que ’on définit un produit scalaire sur E en posant (f, g) f_l Wf( x)g(x)dx.

(b) On consideére le sous-espace F' = Ry[X] de E. Trouver une base orthogonale de F' (polynémes
de Tchébycheff de premieére espece).
(¢) Quelle est la meilleure approximation de f(z) = v/1 — 22 dans IR3[X] pour ce produit scalaire.

(**) Calculer le minimum sur IR* de f(a,b) = / (2% + az + b)? sin(x) dz. Indication: On pourra
0

penser & une projection apres avoir introduit le produit scalaire (f,g) = fO—Hr ft)g(¢) sin(t)dt.

(**) Déterminer inf(, ; ers [y (asin(t) + beos(t) + ¢ — t)2dt.

(***) Soit F un espace euclidien muni d’un produit scalaire < -,- > et de la norme associée. Pour
x € E\ {0}, on pose f(z) = ﬁ
x
(a) Montrer que f vérifie f? = fof = Idg.
r—y
(b) Montrer que pour tout x, y € E\ {0}, ||f(x) — f(v)] = ”:1: ||y||||

(c) Soit a, b, ¢, d € E. Montrer que: |ja—c¢| [[b—d| < |la=b| |[[c=d| + ||[b—c¢]| ||a — d|| (Indication:
se ramener au cas a = 0 et utiliser I'application f).
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Feuille n° 2:

Une application en analyse: les séries de Fourier

(1) (*) Déterminer le développement en série de Fourier de f(z) = cos?(z) sin(z).

(2) (*) Soit f une fonction 27-périodique, continue par morceaux. Montrer que ffﬂ flx)dx = fa o f(T)dr+

f;jjw f(z)dx pour tout a € IR.
(3) (*) Soit la fonction 2w-périodique f définie par f(z) =1si|z| < w/2 et f(x) =0si7/2 < |z| < 7.
(a) Déterminer la série de Fourier de f. Cette série de Fourier converge-t’elle vers f? En quel
sens ?
(b) En déduire les sommes des séries Y 1)

— n 1
it o6 2o @nt1)2"

(4) (**) Soit f la fonction impaire, de période 27 telle que f(z) = (7 — z)x sur [0,7]. Tracer f sur

[-4m,47]. Montrer que f admet un développement en série de Fourier et le préciser. Calculer
oo (=1)"

n=0 (2n+1)3"

facilement obtenir a partir de ce développement en série de Fourier?

En utilisant le Théoreme de Bessel, quelle autre somme de série numérique peut-on

(5) (*) Soit f la fonction 2w-périodique sur IR définie sur ]0, 27| par f(z) = x et par f(0) = w. Tracer
f sur [—4m, 47]. Développer f en série de Fourier. La fonction f coincide-t-elle avec la somme de sa
série de Fourier en tous points de [—m, 7]? Etudier le cas particulier de = 0. Calculer :Z% (2::,21 .

En utilisant le Théoreme de Bessel, quelle autre somme de série numérique peut-on facilement obtenir

a partir de ce développement en série de Fourier?

(6) (**) On considere la fonction 27-périodique sur IR définie sur [—m, 7[ par f(z) = cos § + sin .
(a) Tracer f sur [—4m,4n].
(b) Calculer les coefficients de Fourier de f.
(¢) Quelle est la nature de la série de Fourier S r de f?
(d) Déterminer la somme de la série -

n14n21

(7) (**) Déterminer la série de Fourier de la fonction 2m-périodique impaire f définie par f(z) =
max(cos z, cos(2z)). Quelles sommes de séries numériques peut-on en déduire?

(8) (**) En utilisant une solution particuliére sous forme de série trigonométrique, résoudre I’équation
différentielle y*) 4 3y(?) + 2y = |cost| (attention au domaine d’existence de la série).

(9) (***) Montrer que si une série trigonométrique converge uniformément sur [0, 7], alors elle est iden-
tique a la série de Fourier de sa somme. Donner la série de Fourier d’un polynéme trigonométrique.
sin nx

Montrer que la série trigonométrique Z+°° Ui converge simplement sur IR. En utilisant la for-
mule de Parseval, montrer qu’elle est différente de la série de Fourier de sa somme.



(1)

(2)
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Feuille n° 3:

Formes linéaires et espace dual

(*) Soit E = IR®. Montrer que toutes les formes linéaires sur E s'écrivent f(z1,22,73) = a121 +
222 + a323.

(*) Soit E un espace vectoriel muni d’un produit scalaire (,) et 2y € E. Montrer que 'application
x € E — (x9,20) (x,70) est une forme linéaire sur E. Déterminer son noyau. Et I’application
x € Ew (x—xp,20)7

(*) Soit E =R"[X]. L’application P € E — P(0) — P'(1) est-elle une forme linéaire sur E?

(*) Soit E = C°([0,1]), ensemble des fonctions continues sur [0,1]. Montrer que f € E +
£(0) + fol t f(t)dt est une forme linéaire sur E.

(**) Soit E un espace vectoriel euclidien muni d’un produit scalaire (,) et f et g deux formes linéaires
non nulles sur £. Montrer que f + g est une forme linéaire sur E. Existe-t-il une relation entre le
noyau de f + g et ceux de f et de g?

(*¥**) Soit E = RR,[X]. Soit ¢ € E* telle que V P € R,_1[X], ¢((X —a)P) = 0. Mon-
trer qu’il existe A € IR tel que: V P € E, ¢(P) = AP(a). Soit maintenant ¢» € E* telle que:
V P e R, 2[X], ¥((X —a)?P) = 0. Montrer qu’il existe \,x € IR tels que: V P € E, (P) =
AP(a) + pP’'(a).

(***) Soit E 'ensemble des suites numériques (u, )new. Montrer que F' = {(u,) € E, lim,_, 00 2" |uy+
1 —uy,| =0} est un s.e.v. de E. Montrer que dim F' = co. Montrer que 1’application qui & (u,) € F
associe lim,cN u, existe et est une forme linéaire de F.

(*) Soit E = IR? et soit la forme linéaire sur E, f(z1, 22, 23) = 21 — 322. Soit e la base canonique
de E. Déterminer la base duale de e. Déterminer le noyau F de f, ainsi que F* ('orthogonalité
s’entend par rapport a la forme linéaire f). Proposer une base er de F et une base ep. de F*.
Expliquer pourquoi €/ = (e, ep1) forme une base de E et déterminer la base duale de €.

(**) Soit E =R". Pour = (z1, - ,2,) € E, on pose f;(z) =x; + x; pour i = 1,--- ,n. Montrer
que la famille (f;)1<i<n est une famille de formes linéaires sur E. Rappeler ce qu’est E*. A quelle
condition (f;)i1<i<n est-elle une base de I'espace dual E*? Dans le case ol c’est bien une base duale
de E*, exprimer toute forme linéaire f € E* dans cette base.

(*) Soit E = IR™ muni du produit scalaire euclidien classique < -,- >. Soit f 'application telle que
flxy,...,x) =21+ - + x,. Montrer qu'il existe un unique xy € E tel que f(x) =< x,z¢ > pour
tout x € E. Que vaut zy?

(**) Soit E = R,[X]. Montrer qu'’il existe un unique Py € F tel que, pour tout P € R,,[X] on ait
P(0) = fol Py(t)P(t)dt. Calculer Py dans le cas ou n = 1.

(**) Soit E = IR3*[X], soit (bo, b1, bo,b3) € R*. Pour tout i = 0,1,2,3, on note u; : P € E — Pb,.
Montrer que la famille (ug, w1, us, u3) est une base de E* si et seulement si les b; sont tous distincts.

(***) Soit E = C°([0,1]). L’application v : f € E + f(1) — f(0) est-elle une forme linéaire sur
E? Sur FE on associe le produit scalaire < f,g >:= fol f(®)g(t)dt. Peut-on trouver gy € E telle que
u(f) =< f,g0 > pour tout f € E? Si on considére maintenant le s.e.v. F, = IR"[X] de FE et le
méme produit scalaire avec g € F,,, est-ce possible cette fois?
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Feuille n° 4:

Application linéaire adjointe et réduction des matrices symétriques et
orthogonales

(1) (*) On considere l'espace vectoriel R? muni du produit scalaire canonique, et F = {(x1, 72, 23) €
]R37 T — 209 + x3 = 0}
(a) Préciser une base orthonormale de F.
(b) Déterminer F*, I'orthogonal de F. Préciser une base orthonormale de F*.
(¢) Donner 'expression de pp, la projection orthogonale sur F. Préciser les images par pr des
vecteurs de la base définie précédemment. Déterminer 'application adointe de pp.
(d) Pour 2 € R® donné, calculer d(x; F).

(2) (*) Soit E = IRy[X] et soit u € L(E) tel que u(P)(x) = xP’(z) pour tout P € E. Déterminer u*

pour le produit scalaire < P, >= fol P(t)Q(t)dt puis le produit scalaire < P,Q >= P(0)Q(0) +
P(0)Q'(0) + P"(0)Q"(0).

(3) (**) Soit f un endomorphisme symétrique d’un espace euclidien E de dimension n tel que pour tout

x € E, <z, f(x) >= 0. Montrer que f = 0. Soit (f1,--, fp) des endomorphismes symétriques de E
(p < n) tels que rg(fi) +---+rg(fp) =net <z, fi(z) >+ + <z, fp(zr) >=< z,z >. Montrer
que fi +---+ f, = Idg, puis que E = Im(f1) ® --- & Im(f,). Montrer que pour tout i, f; est la
projection orthogonale sur Im(f;).

(4) (***) Soit E un espace vectoriel euclidien. Un endomorphisme v € £L(E) est dit normal si u et son

adjoint u* commutent (c’est-a-dire upu* = uHu).
(a) Soit u normal. Montrer que si F est un sous-espace propre de u alors F'* est stable par u. En
déduire que u est diagonalisable dans une base orthonormale. La réciproque est-elle vraie ?
(b) Soit uw € L(E). Montrer I'quivalence entre les propriétés suivantes:
(1) u est normal.
(ii) Vo € E, [Ju(z)|| = [lu*(z)].-
(iii) Tout sous-espace vectoriel stable par u est stable par u*.
(iv) Si un sous-espace vectoriel F' est stable par u alors F'* est stable par u.

(5) (**) Soit f € L(E) tel que fof* = f5f et f2 = —Idg. Montrer que f est un endomorphisme
orthogonal de E.

(6) (**) Soit u,v € L(E) des endomorphismes symétriques d’un espace euclidien £ muni d’un produit

scalaire < -,- >. Montrer que ugv est symétrique si et seulement si upv = vou.

(7) (***) Soit f un endomorphisme d'un espace euclidien E tel que f2 = Id. Montrer que les conditions
suivantes sont équivalentes

(a) f est une symétrie orthogonale.

(b) f est symétrique (f* = f c’est a dire pour tout x,y € E, (f(z),y) = (z, f(v))).

(¢) f est une transformation orthogonale i.e. préserve le produit scalaire: (f(z), f(y)) = (z,y).

(8) (***) Soit E un espace euclidien et u : E +— E telle que pour tout x € E, |u(z)|| = ||z||. Montrer

que pour tout z,y € E, (u(zx),u(y)) = (z,y). En déduire que u est une application linéaire orthogo-
nale. Soit f: E +— E telle que pour tout z,y € E, || f(x) — f(y)|| = ||z — y||. Montrer que f =tou
ou t est une translation et u est orthogonale.

0 -1 0 13 —4 2
(9) (*) Soit les matrices M; = ( _; ; ), My = -1 0 -1 et Ms = —4 13 =2
0 -1 0 2 -2 10

Pour chacune de ces matrices,
(a) Déterminer les valeurs propres et des vecteurs propres orthonormaux associés.
(b) Calculer la puissance n-éme de la matrice.

(10) (*) Montrer que si A et B sont des matrices symétriques de taille n > 2, A B n’est pas forcément une

matrice symétrique. Méme question en remplagant “symétrique” par orthogonale, puis examiner le
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cas particulier ou B = A.

(11) (**) Soit A une matrice symétrique de taille n telle qu’il existe k € IN* vérifiant A¥ = I,,. Montrer
que A% = 1.

(12) (**) Soit A une matrice carrée de taille n. Montrer que A est symétrique définie positive si et
seulement s’il existe B une matrice orthogonale de taille n telle que A = *BB.

(13) (**) Soit A = (a4,j)1<i,j<n une matrice symétrique réelle de taille n et de valeurs propres A, - - , Ay.
Montrer que Y7, a7 ;= >0 A7

(14) (**) Résoudre I’équation M? — 3 M + 21, = 0 pour M une matrice carrée symétrique de taille 2.

(15) (***) Pour a un réel, soit la matrice:

1 a 0 0 0

a 1 a 0 0
M=10 a 1 a 0

o --- 0 a 1

Diagonaliser M dans une base orthonormale. Calculer M™.

(16) (***) Soit X = (z1,...,2,) un vecteur non nul de IR", ot n € IN* et soit la matrice M = X - tX.
(a) Déterminer le rang de la matrice M (on pourra chercher le noyau de I’endomorphisme de IR"
représenté par M).
(b) En déduire les valeurs propres de M et les sous-espaces propres associés.
(¢) Calculer M™.



(1)

(2)

(10)

(11)
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Feuille n° 5 :

Formes bilinéaires symétriques et formes quadratiques

(*) Soit (E, < .,.>) un espace préhilbertien. Montrer que application ¢(x,y) = 2 < x,y > est une
forme bilinéaire symétrique sur E£. Montrer que la forme quadratique associée a 1) est définie positive.

(*) Soit (F, < .,. >) un espace préhilbertien et u un endomorphisme sur E. Montrer que 'application
®(x) =< z,u(x) > pour tout x € E est une forme quadratique sur E. Déterminer ’endomorphisme
associé a ®.

(**) Soit @ une forme quadratique définie positive sur IR". Sion note || || la norme euclidienne usuelle
sur IR", montrer qu’il existe u un autmorphisme de IR™ tel que pour tout = € R", ®(x) = |lu(z)]>.

(*) Soit @ : R® — IR définie par ®(x) = 2? + z122 + 23 pour = = (x1, 22, 23) € R,

(a) Montrer que ® est une forme quadratique. Donner la matrice représentative de ¢ la forme
bilinéaire symétrique associée a ® dans (ey, ea, e3) base canonique de R®. ¢ est-elle dégénérée?

(b) Déterminer (Vect(e; + e3/2,e3)" .

(¢) Déterminer une base orthonormale pour ¢.

(d) Déterminer la signature de ®.

(e) Déterminer ker(¢) et 'ensemble des vecteurs isotropes de ®.

(**) Soit ¢ : M2(IR) — IR l'application définie par ¢(M) = det(M).

(a) Montrer que ® est une forme quadratique sur My (IR).

(b) Donner la matrice représentative de ¢, forme bilinéaire associée & ®, dans la base canonique de
My (IR).

(c¢) Appliquer le procédé d’orthogonalisation de Gauss & ® et en déduire une base orthonormale
pour P.

n considére sur IR? la forme quadratique q(x) = 2x7 + x5 — x5 + 2x1209 + 20023 + 22321 .
*) 0 ide R? 1a f d 223 + 23 — 13 +2 2 2
a) Montrer que g n’est pas définie positive.
Mont ‘est défini iti
(b) Déterminer I’ensemble des vecteurs isotropes de g.

(**) Soit @ : Re[X] — IR définie par ®(P) = Discriminant de P.

(a) Montrer que ® est une forme quadratique sur IRp[X].

(b) Donner la matrice représentative de ¢, forme bilinéaire associée & ®, dans la base canonique de
Ro[X].

(¢) Appliquer le procédé d’orthogonalisation de Gauss & ® et en déduire une base orthonormale de
0.

(d) Déterminer ker(¢) et 'ensemble des vecteurs isotropes de P.

(**) Soit E 'ensemble des fonctions de classe C! sur [0, 1] et soit & : f € E — fol t2 f2(t)dt. Montrer
que @ est une forme quadratique sur E. Est-elle définie positive? Déterminer la forme bilinéaire
symétrique ¢ associée & ®. Est-ce un produit scalaire? La famille des (cos(nx),sin(nz)),cn est-elle
¢-orthogonale?

(***) Soit E = IR? et les deux formes quadratiques @1 (x,y) = 222 —2zy+2y?, Bo(z,y) = —2>+22y
pour tout (z,y) € E. Déterminer les signatures de ®; et ®. Trouver une base orthonormale pour
®,. Décomposer &5 dans cette base. Expliquer pourquoi il est possible de trouver une méme base
orthonormale pour ®; et ¥, et la déterminer.

(**) Apres avoir fait un changement de repere approprié, déterminer et tracer ’ensemble des solu-
tions dans IR? de Péquation —a2 + 2y2 + 4zy = 0.

(*) Déterminer si les formes quadratiques suivantes sont positives:
o g(z,y) = (1 —Naz? +2uzy + (1 + A)y?, ot A et u sont des réels.
o q(z,y,2) = 2% + y? + 2z(zvcosa + ysina) ot a € IR.
o q(z,y,2,t) = 2% + 3y? + 422 + 2 + 22y + at.
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(**) Soit A = (a; ;) une matrice carrée de taille n & coefficients strictement positifs. Déterminer la

signature de la forme quadratique sur IR"™ définie par : q¢(x1,...,2,) = Z aij(zi — x;)%
4]

(**) Soit A une matrice réelle de taille (n,p).
(a) Montrer que ‘AA est la matrice d’une forme quadratique positive sur IR.
(b) Déterminer sa signature en fonction de rg A.

(**) Décomposer en carrés la forme quadratique définie sur IR" par :

(1, 1) = Z Ty = %Zx3+%(zmz)2

1<i<j<n i>1 i>1

(On commencera par montrer 1'égalité ci-dessus et on posera y; = x; + (xi41 + -+ 2n) /(i + 1)).

(**) Soit g une forme quadratique sur un espace vectoriel E de dimension finie et fi,..., f, € E*,
a1,...,ap € R tels que ¢ = ay ff + -+ + oy f72. Montrer que rg (f1,. .., fp) > rg(q).

(***) Soit f une forme bilinéaire symétrique sur E et g la forme quadratique associée. On pose
pour z € E: p(z) = q(a)q(z) - f*(a, ).

(a) Montrer que @ est une forme quadratique sur E.

(b) Si E est de dimension finie comparer les rangs de ¢ et g.

(¢) Dans le cas général, déterminer le noyau de la forme polaire de ¢ en fonction de celui de f et de a.

(***) Pour tout A € M, (IR) : q(A) = Tr(A?). Montrer que g est une forme quadratique sur
lespace vectoriel M,,(IR) et déterminer sa signature. Indication : étudier les restrictions de ¢ aux
s.e.v. des matrices symétriques et antisymétriques.



