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Feuille n° 1:

Intégrales généralisées

(1) (*) Calculer les intégrales définies suivantes :

2 3 1 1 t 3
A= [ @ —1)7%d B:/ S C:/ L a D:/l 2 — 1| dt
/_1( ) o 2024 3t+1 LBt : | |

Proof

3 1 3 1

2
A:/ (2t—1)3dt:%{34—34}:0;B: - at= 4
1 0 2t243t4+1 0 (z+ H(=+1)

7 3 7
t:Ln(f);D:/ In |2t — 1| dt = —Lnb — 2;
4 J1 2

"3
D:/ In |2t — 1| dt il y a probléme
1

(2) (*) Etudier la convergence des intégrales suivantes:
0 3 1 3y 1/2
A= 2t — 1)%dt pour o € IR B:/ —————dt C’:/i D:/ In|2t — 1| dt
1/2( )%dt p L2024+ 3t+1 o V3—1t ~1 | |
Proof
"0
A= / (2t — 1)¥dt pour a € IR; Il y a probleme de convergence en t = 1/2
1/2

x 1 1
A=— lim / (2t — 1)®*dt dans intervalle ]0; 1/2], on a 2t—1 < 0d’olt « € Z on pose u = 2—1tona A = 7(—1)0‘Jrl lim / u®du
z—1/2J0 2 z—0 /4

Si o < —1 alors A diverge; si « > —1 A converge

3 t z t z 3
C = / Il a probléme de convergence en 3 C = lim lim / [*y/ (3—1t)+
0 V3 -1t z—3 Jo 1/ — av—>3 0 V3=t

2 3/2 1/2 1 3
C = 2(\/5—9—2\/5)-&-5(3) ;D= / In |2t — 1| dt, Il y a probléeme de convergence en 1/2, en posant u = 1—2¢, on a D = 5 / In (u)du =3In3 — 3
-1 0

} dt; elle converge et on a ,

(3) (**) Etudier la convergence des intégrales suivantes:
sint

2 2+
A= i —dt C = dt
/o sin(—7= \/z? / \/2t—t2 /

Proof

A= / sm(

2
Probléme de convergence en 0 et 2, B = / f(t)dt, en 0, on a f(t) ~
0

et

\/2t7t2
vz t)1/2 /W

)dt Probléeme de convergence en 0 mais on a |sin(

+t
)‘ <1, A converge absolument. B = /
t

dt converge; en 2 , f(t) ~

1 1
—— et /
V2t o V2
converge, on pose u = 2-t; par conséquent A converge
sin ¢
c= / _emt
Vi3 —

(4) (**) Determmer la nature (semi-convergente, absolument convergente, divergente) des mtegrales

+00 Foo teo
A= / (1 —cos(1/t))dt B= / sin(1/t)e”'dt C = / cos(2t - )dt D= /

~ dt, dans Pintervalle [0; 1] t3 — 2 <0, d’ou lintrégrale n’est pas définie.

VIt — tant
Proof
“+oo
A= / (1 = cos(1/t))dt, On posef(t) = 1 — cos(1/t)
0
1 1 +oo cos(u)
Ay = / (1 —cos(1/t))dt =1 — / (cos(1/t))dt =1 — / > du qui converge avec ,u = 1/t
0 J 0O P u
"+ o0 1 1 — cos(u) 1 — cos(u)
Ag = / (1 - COS(l/t))dt = / dt, lim = 1/2 d’ouAgy converge, par conséquent A converge simplement
1 0 u2 u—0 u2

Foo +oo
= / sin(1/t) e~ tdt , Probleme de convergence en 0 et en +co. ‘sin(l/t) e_t‘ <et et/ e~ 'dt converge d’ot B converge absolument,
0

+o0 cos(2t — 3) X .
C = / =1 —————"dtDans l'intervalle [—1;1], [t| — 1 < 0 D’ot1 C n’est pas définie
n

*k N . , . . L v 2 2
(5) (**) Apres avoir montré son existence, calculer ngrfoo - Z - In (1 + k“/n°).

Proof

n n

m Lk 22 = i L5k LA
lim 7Z;1n(1+k/n)7 lim ngl(n)ln(1+(n ))7 hm Zf( )

n—+oco n =1 n—+o0o

On retrouve une somme de Riemann, lorsqu’elle existe on a: 11m Z f( )= / f(t)dt, avec f(t) =tln(1 -+t )

n

. . . 1 k 2, 2
en intégrant par parties on a lim — Z —In(1+k%/n°) =1n(2) —1/2
n——+oo n Pt n

(6) (***) Etudier la convergence des intégrales suivantes:
+oo

lnt +oo Foo cost
A= B = In? _—
Vi dt / t exp(—=In?t)dt C = / OTETIL dt

D= /+0051nt1n( Vit E = /+OOCOT/(§2)dt :/0 tan(:;t)dt

Proof
+oo _ —

A= / Vit lntdt; lim t2(\/z lnt) =0, A converge absolument
0 t——+oo
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+oo  int +oo 1 5 w—1
A= / Vit dt = A = / exp(——In (¢)”)dt on fait deux changements de variables In (t) = u et v =
0 ol 2 V2
oo 2
etonaA:el/zxﬁ/ eV dv = Vamel/?
— oo
"+oo 2
B = / t exp(—In2t)dt; lim tz(tef(ln(t)) ) = 0, B converge absolument
1 t—+oo
+oo 2
B = / t exp(—In “t)dt, On fait deux changements de variables, v = 1In (t); v =u — 1; d’out
J1
0 2 —+ oo 2
B = e(/ t exp(—v”) dv + / exp(—v“)dv) Ces deux intégrales sont finies
-1 0
+o0o cost +oo cos(u — 1) +o0o
C = / ————— ,dton pose u= t+1 et on a C = / — — —du = / f(u)du
L Hn(116)8 2 (u—D(n(w)? >
[f(u)] < ! ! /ﬂc ! du est intégrale de Bertrand qui d’otr C bsol t
u ~ et u est une intégrale de Bertrand qui converge d’out C converge absolumen
S w—Dnw?  @Wmwd J2 (w)(nw)? & h & &
E /+°o cos(t?) 1/2 /+°° t73/2(2t) cos(t2)dt en intégrant ti o G o +3/2 /+°° sin(#%)
= = cos en intégrant par parties on a E =
0 Vi 0 3/2 1 5/2
¢ sin(t?) _ o, 1sin@?)] d'ott E bsolument
e Jm s = e 52 S e ou E converge absolument.

(*) Etudier I'existence des intégrales suivantes et calculer les lorsqu’elles existent:

too 4 +00 1 1 L |
A= ' 4t B= 4t = tm(1-tdt D= [ ——at
/2 B_1 /_Oo 42 1 4L + 10 /0 n(1-1) /0 V2P

Proof
A /JroC b /+oo L dt + ‘ Lo don A bsol t
= —_— = ———————————————— , en [e'e) - "~ 5 ou converge absolumen
2 3 -1 Ja (t—1D)(t2+t+1) 31 2
A 1/3/+°° ( ! + ! )dt 1/3[n |t — 1)]3°° 1/6/Jroc 2l dt+4/6/+o® ! dt
= e - nlt — _ -
2 t—1 2 4t—1 2 2 2 4t41 2 t24t+1

B /+°° o 1/6/+oo L g /6 (2t4+1)/3
— = U = T avec u =
—oo 4t2 44t 410 Jeoo 14 u2

1 1 1
C = / tln (1 — t)dt = / In (u)du + / wln (u)du avec u = 1-t, d’out C converge et on a C = —3/4
0 0 J O

1 1
D:/ S
0 V2 —t2

1
1 1 ™
dt = /‘/E ————du avec u = t/ v/2 et en posant & nouveau v = sinu on a D = —
0 \/1Og u? / 4
(**) On pose I'(t) = / z' e " dx, pour n € 7.

0

(a) Déterminer I’ensemble de définition de T'.

(b) Calculer I'(1) et I'(2). Déterminer une relation de récurence entre I'(n+1) et I'(n) pour n € IN*.
(c) Calculer T'(n).

Proof

Voir TD Analyse 2011-2012 exercice N°8

(¥**) Soit f : Ry — R4, dérivable sur Ry, telle que lirf zf(z) = 0et lim 23f(z) = 0.
Tr—r+00

r—+o0

+oo
Montrer que 'intégrale / f(t)dt converge.
0

Proof

Voir TD Analyse 2011-2012 exercice N°9
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Feuille n° 2:

Intégrales multiples

(1) (*) Calculer // x? — zydrdy ou A = [0,1[2.
A

(2) (*) Calculer // (1 — 2 4 2y)?dzdy on A = [0,1]2.
A

(3) (*) Calculer // eQacydxdy ou A = [07 1[2.

(4) (**) Calculer// yp ;lidfy ot A ={(z,y) € [0,1]%, = < y}.

5) (*%) Calculer//AaH_y

(6) (**) Caleater [ || T dudy ot & = {(a.1) € [0.00F, 2 + 42 < a?} avec a > 0 fixt.

dady ott A = {(z,y) e R%, 0 <y < 22 < 1}.

(7) (**) Calculer // cos(z 4+ y)e " Hdady ot A = {(x,y) € [0,00[%, x — 2y < 1}.
A

(8) (*) Calculer///A(a?—i—yQ)zdacdydz, puis///Acos(ac—i—y)dxdydz, ol A = {(z,y,2) € 0,003, z+

y+2z <2}

(9) (*) Calculer //AIZ cos(zy) dedy o A = {(z,y) €]0,1/2[x]0, Z[}.

(10) (**) Calculer // zydzdy on A = {(z,y) € R2, 22 + 2y% < 3}.
A

3
(11) (**) Calculer ///A (y—i—z)(z—i—y—f— 3 drdydz ot A = {(x,y,2) € [0,003, 1 <z +y+2z <2}

(12) (**) Calculer /// ryzdrdydz on A = {(x,y,2) € [0,00[%, 2 +y + 2 < 1} (on pourra poser
A

u=z+y+z, uww==z+yetz=uvw).
(13) (**) Déterminer I’ensemble des valeurs de « telles que I, = / / (1+z+y)* dzdy existe, auquel
11
cas, calculer I,. Méme question pour J, = / / (x — y)* dzdy.

14) (***) Montrer que l'intégrale I, sin(zy) ——drdy existe. Est-elle absolument ou semi-
+
(z +y)?
convergente?

(15) (**) Calculer le volume de I'ensemble A = {(z,y,2) € R?, 22 +y? < a? et y?> + 22 < a?} avec a > 0
(on pourra commencer par tracer A).

a— cost)
b —cost
ables (u,t) — (u — cost)~! et utiliser le Théoréme de Fubini).

(16) (***) Pour (a,b) €]1,0[?, calculer /ln ( dt (on pourra introduire la fonction & deux vari-

(17) (**) Calculer le volume d’une boule de rayon 7 > 0 dans R?.



(1)
(2)
3)
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Feuille n° 3:

Intégrales dépendant d’un parametre

(*) Montrer que I,, = fol(cos x)"dz existe pour tout n € IN*. Expliciter la limite ¢ de (I,,)-
(*) Montrer que J, = [~ 27 ?"dx existe pour tout n € IN*. Expliciter la limite ¢ de (J,)n.

(**) Montrer que K, fo Tda: existe pour tout n € IN*. Expliciter la limite ¢ de (Kp),.

Comparer en calculant la valeur explicite de K,.
(**) Déterminer, si elle existe, lim,, fon ‘1 - ’ndx.
(**) Déterminer, si elle existe, lim, oo fooo cos(nx) e~ %du.

(¥**) Déterminer, si elle existe, lim,, oo fo ngv%d .

(**) Soit f: R — IR une application dérivable et bornée sur IR. Aprés avoir montré son existence,
calculer lim,, oo fooo e " f(z)dx

(***) Soit (ay), une suite de ]0,o0[ qui converge vers 0. Soit f : R + IR continue et bornée.

o anf(x)

Déterminer la limite de e
a +m

dz (on pourra découper l'intégrale sur [0, \/an] et [\/an, o0[).

(***) Soit f une application deﬁnie sur [0,1], & valeurs strictement positives, et continue. Pour
a >0, on pose F(a fo f(t)
(a) Justifier que F est derlvable sur Ry, et calculer F’(0).

1 1/«
(b) En déduire la valeur de lim (/ fa(t)dt)
a—0 0

(*) Soit F(z) = fol e cos@+ gt Montrer que F est définie, continue et de classe C' sur IR, et
calculer F'(x).

0+°° =t dt. On définit

(**) Le but de lexercice est de calculer la valeur de l'intégrale de Gauss I =
deux fonctions f, g sur R par les formules f(z) = [ e et dt et g(x fo %dt. Prouver que,
pour tout = € R, g(z) + f*(z) = 5. En dedulre la valeur de I.

(**) Soit f: IRy — IR une fonction continue. Pour = € IR, on pose Lf(z) = 0+°° f(t)e =tdt.

(a) Montrer que si f0+°o f(t)e~®tdt converge, alors f0+°° f(t)e~¥tdt converge pour y > x. En déduire
la forme de ’ensemble de définition de Lf?
(b) On suppose f bornée. Montrer que lim,_, o, Lf(z) =0.

400 Efz(1+t2)

(**) On pose F( ) 0 1_,’_76115
(a) Montrer que F' est définie et continue sur [0, +-o00[ et déterminer limm_ﬂrOO F (:z:)
(b) Montrer que F' est dérivable sur ]0, +oo[ et démontrer que F'(z) = f e du.

(¢) En intégrant F” sur ]0,+oo[, montrer que fo et dt = 7

(**) Donner le domaine de définition, de continuité et dérivabilité de f(z) = fol cos(vVa? — t?) dt.

(**) Donner le domaine de définition, de continuité et dérivabilité de f(z) = [;* Sifﬁf) dt.

(***) Mémes questions mais avec f(z) = [ Sint(ift)dt, o a > 0.

(**) Donner le domaine de définition, de continuité et dérivabilité de la fonction f(z) = [;" e —2t* og (z)dt.

Calculer [’ et en déduire que f est solution d’'une équation différentielle dont la resolutlon permet
de donner 'expression exacte de f. En déduire [;° et dt.



(1)

(12)

(13)
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Feuille n° 4:

Equations différentielles linéaires

(*) Déterminer les solutions maximales des équations différentielles suivantes avec la condition ini-
tiale y(0) = 0:

Yy —2y=x—-2; 2y +4y=3sin(2z); ¢y —y=1+=xe*; y —2y= —xcos(x).
(**) Déterminer les solutions maximales des équations différentielles suivantes avec la condition
initiale y(0) = 0:

x

yry=Q0+e) (I+a)y —y=2 ¢ - L= y —2zy=2ze "
(**) L’accroissement instantané d’une population P est proportionelle & cette population. De plus
la population triple tout les 20 ans. En combien de temps double-t-elle?

(***) Soit f une fonction de classe C! sur IR telle que lim, o f'(z) + f(x) = 0. Montrer que
lim, o f(x) =0 (on pourra résoudre f'(x) + f(z) = g(z)...).

(*) Déterminer les solutions maximales générales des équations différentielles suivantes:

y' =9y =0 " +y=0 dy —dy' +y=-2 y® 42 +y =ux

0/ =3y +y=2—e" y' +9=sin(3z) yW —y=e¢" Yy +y=et/?
(**) Déterminer les solutions maximales des équations différentielles suivantes avec la condition
initiale y(0) = y'(0) = 0:
V' -y ty=—z ¢ =3y 2y =(1-2)e* ¢ -5y +6y=x y"+4y=cos(x)e™".
(*¥**) Soit ’équation différentielle zy” + 2(x 4+ 1)y’ + (x +2)y = 0. En posant z = xy, résoudre cette
équation différentielle sur IR. De méme pour y” + 3’ tan(x) — y cos?(x) = 0 en posant ¢ = sin z, puis

2%y” 4y =0 en posant t = Inz.

(**) Pour les deux équations différentielles suivantes, chercher des solutions polynomiales de I’équation,
puis en déduire les solutions maximales:

(@2 +a2)y" +(@—1)y —y=1 2% —3ay +4y = —a°.

(***) En utilisant le changement de variable 3 = u(y) résoudre '’équation différentielle y” = y' y?

avec y(0) =1 et ¢/ (0) = 1/3.

(**) Déterminer une solution maximale de I’équation différentielle y” + 2z y’ + 2y = 2 apres avoir

1;2

vérifié que y(z) = e~ est solution.

(**) Déterminer une solution maximale de 1'équation différentielle (1 — z2)y” + 2y’ —y = 0 en
effectuant le changement de variable x = cht.

(**) Déterminer les éventuelles solutions sur IR de I’équation différentielle 22y” +4zy’+(2—22)y = 1
en posant u = 22y. Quelle est leur classe?

(**) Déterminer une solution maximale de I’équation différentielle 222y" — xy’ + 2y = 1.
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Feuille n° 5:

Séries entieéres

(1) (*-**) Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres suivantes :
2
_n._pn n
1.3, n 2. ), cosnx 3. n3ﬂ+1

Inn_sn n
) (2+n) (=)™
5. 2n 1+lnnwn 6. 2 n I, T, m® "

4. E (1+hln x
(DN aln"x", a>0 8 Y xzlV7 o [] partie entiere 9. Zn(smn)l/" n

(2) (**) Calculer le rayon de convergence de la série entiere ) a,2" lorsque a,, est donné par:

l.an:PBT)!\m 2. a, =In (1++/n)
3. an = 2 4. a, = tan (L5 )

(3) (*) Répondez aux questions suivantes:
(a) Donner un exemple de série entiere de rayon de convergence 3.
(b) Est-il possible de trouver des suites (a,) et (by,) telles que a,, = o(b,) et pourtant ) a,z™ et
>, bn2" ont le méme rayon de convergence?
(c) Quel est le lien entre le rayon de convergence des séries entieres ) -, an2" et > o Inna,z"?

(4) (*) Pour les séries entieres suivantes, donner le rayon de convergence et exprimer leur somme en
termes de fonctions usuelles:

2n—1 =n" \ * +2 (=" _2n+1
1. ano 7’:“ " 2. ano (nJrk)x”, ou ke IN* 3. Zn>0 =t 4 ano it & nt+l

(5) (**) Soit >, a,x™ une série entiere de rayon de convergence p > 0. Montrer que ) S=z™ a pour
rayon de convergence +0o.

(6) (**) Soit R le rayon de convergence de > an". Comparer R avec les rayons de convergence des
séries suivantes: a,ln (n!)z"; a,2?; a, P

(7) (**) Soit (a,,) une suite de réels qui converge vers /.
(a) Quel est le rayon de convergence de la série entiere ano Saan?
(b) On note f la somme de la série entiere précédente. Déterminer lim,_, o €% f(z).

(8) (***) Donner un exemple de série entiere telle que
(a) en tout point du cercle de convergence, la série numérique associée converge.
(b) en tout point du cercle de convergence, la série numérique associée diverge.
(c) la série numérique associée admet p € IN*, nombre fixé, points de divergence sur son cercle de
convergence.

(9) (*) Développer en série entiere au voisinage de 0 les fonctions suivantes. On précisera le rayon de
convergence de la série entiere obtenue.

1.In(2—2) 2. P avec a # 0
3. (1+a2)1/2 ¢
(142%) e
5.1n (1 + 2z — 322) 6. n1+2)
x

(10) (**) Soit f lapplication définie sur | — 1,1[ par f(t) = sin(warccost), o € R.
(a) Former une équation différentielle linéaire du second ordre vérifiée par f.
(b) Chercher les solutions de ’équation différentielle obtenue qui sont développables en série entiere
et vérifient y(0) = 1 et 3'(0) = 0.
(¢) En déduire que f est développable en série entiére sur | — 1, 1[, et donner son développement.
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(11) (***) Pour x > —1, on pose f(z) = :ii (;2: Montrer que f est développable en série entiere au
voisinage de 0 (Indication: remarquer que x_%n = fol t*+n=1dz, puis permuter la série et I'intégrale

et développer en série entiere ¢%).

(12) (**) En utilisant un développement en série entiére, montrer que les fonctions suivantes sont de
classe C*° :
(a) f(a) = (1 — cos(x))/x si @ # 0, £(0) =0.

(b) g(z) = cos(y/]z]) si = € RR.
(c) h(z) = =+ — L six €] —7,0[U]0, x[, h(0) = 0.

sinx x

_yn+1
(13) (**) On considere la série enticre f(z) = > %IQ”H.
(a) Quel est son rayon de convergence, que 'on notera R? Y-a-t-il convergence aux bornes de
I'intervalle de définition?
(b) Sur quel intervalle la fonction f est-elle a priori continue? Démontrer qu’elle est en réalité
continue sur [—R, R].
(¢) Exprimer, au moyen des fonctions usuelles, la somme de la série dérivée sur | — R, R[. En déduire

une expression de f sur | — R, RJ.
oo (=1t
(d) Calculer ) "~ m

(14) (***) Montrer que f01 M =3, 5.
(15) (*) On considere 1'équation différentielle " + zy’ + y = 1. On cherche I'unique solution de cette
équation vérifiant y(0) = 3/(0) = 0.
(a) Supposons qu'il existe une série entiere f(x) = > ., an,x™ de rayon de convergence strictement
positif solution de 'équation. Quelle relation de récurrence doit vérifier la suite (an)?
(b) Calculer explicitement a,, pour chaque n. Quel est le rayon de convergence de la série entiere
obtenue?
(c) Exprimer cette série entiere a l’aide de fonctions usuelles.

(16) (**) Déterminer toutes les fonctions développables en série entiere au voisinage de 0 qui sont solution
de léquation différentielle: z?(1 — z)y” — z(1 +z)y’ +y = 0.



