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Feuille no 1:

Rappels sur les intégrales de Riemann et intégrales généralisées

(1) (**) Après avoir précisé leur domaine de définition et de dérivabilité, calculer les dérivées des
fonctions suivantes:

f1(x) =
√

2x2 + x+ 1 f2(x) =
x2 − 5

x ln(x)
f3(x) = x3 exp(−2 sin(x2)) f4(x) = 2cos(x)

Proof

f1(x) =
√

2x2 + x + 1 =

√
2(x +

1

4
)2 +

5

16
est définie et dérivable sur R

f2(x) =
x2 − 5

x ln(x)
est définie et dérivable sur ]0, 1[∪]1,+∞[ et on a : f

′
2(x) =

(x2 + 5) ln(x)− x2 + 5

(x ln(x))2

f3(x) = x
3

exp(−2 sin(x
2
)) est définie et dérivable sur R et on a: f

′
3(x) = [3x

2 − 4x
4

cos(x
2
)] exp(−2 sin(x

2
))

f4(x) = 2
cos(x)

= exp(cos(x) ln(2)) est définie et dérivable sur R et on a : f
′
4(x) = − ln(2) sin(x)2

cos(x)

(2) (*) Déterminer une primitive de chacune des fonctions suivantes:

f1(x) = 2x3 − 3x− 2 f2(x) = cos(3x)− 2 ln(2x) f3(x) = x exp(−2x+ 1) f4(x) =
1

−3x+ 4
f5(x) =

1√
2− x2

Proof

f1(x) = 2x
3 − 3x− 2. Soit F1 une de primitive sur R on a: F1(x) =

1

2
x
4 −

3

2
x
2 − 2x + k; k ∈ R

f2(x) = cos(3x)− 2 ln(2x) admet de primitive sur R∗+ =]0,+∞[. Soit F2 une primitive de f2, on a F2(x) = −2[x ln(2x)− x] +
sin(3x)

3
+ k; k ∈ R

f3(x) = x exp(−2x + 1) admet de primitive sur R et si F3 est une primitive de f3 on a : F3(x) = (−
1

2
x +

1

4
) exp(−2x + 1) + k; k ∈ R

f4(x) =
1

−3x + 4
admet de primitive sur R− { 4

3
} et on a : F4(x) = −

1

3
ln | − 3x + 4| + k; k ∈ R

f5(x) =
1√

2− x2
admet de primitive sur ]−

√
2,
√

2[ et on : F5(x) = Arc sin(
x
√

2
) + k; k ∈ R

(3) (*) Calculer les intégrales définies suivantes:

A =

∫ 3

0

(t− 2)dt B =

∫ −1

−2

1

2t− 1
dt C =

∫ 3

−3

(2t+ 6)1/3dt D =

∫ 4

3

ln(t− 2) dt

Proof

A =

∫ 3

0
(t− 2)dt =

[
1

2
t
2 − 2t

]3
0

= −3/2

B =

∫ −1

−2

1

2t− 1
dt =

[
1

2
ln |2t− 1|

]−1

−2
=

1

2
ln(3/5)

C =

∫ 3

−3
(2t + 6)

1/3
dt =

1

2

[
(2t + 6)

4
3

]+3

−3
=

1

2
(12)

4/3

D =

∫ 4

3
ln(t− 2) dt = [t ln(t− 2)]

4
3 −

∫ 4

3

(
1 +

2

t− 2

)
dt = [t ln(t− 2)]

4
3 − 1− 2 [ln |t− 2|]43 =

(4) (*) Calculer les intégrales définies suivantes et leurs limites lorsque x tend vers +∞:

A =

∫ x

1

(2t− 1)1/3dt B =

∫ x

1

(2t− 1)−3/2dt C =

∫ t

−2

e−3tdt D =

∫ x

1

−5t

(2t2 − 3)2
dt

Proof

A =

∫ x
1

(2t− 1)
1/3

dt =
1

2

[
3

4
(2t− 1)

4/3
]x
1

=
3

8
(2x− 1)

4/3 − 1 et lim
x−→+∞

A = +∞

B =

∫ x
1

(2t− 1)
−3/2

dt=
1

2

[
−2(2t− 1)

−1/2
]x
1

et lim
x−→+∞

1

2

[
−2(2t− 1)

−1/2
]x
1

lim
x−→+∞

1

2

[
−2(2t− 1)

−1/2
]x
1

= 1 D’où, lim
x−→+∞

B = −1

C =

∫ x
−2

e
−3t

dt = −
1

3

[
e
−3t

]+x
−2

= −
1

3

[
e
−3x − e6

]
, lim
x−→+∞

C =
e6

3

(5) (*) Calculer les intégrales définies suivantes et leurs limites lorsque x tend vers 1:

A =

∫ 2

x

ln(t− 1)dt B =

∫ x

0

t− 3

1− t
dt C =

∫ x

−2

|2− 2t|−1/3dt D =

∫ x

0

t

(t2 − 1)3
dt

Proof

A =

∫ 2

x
ln(t− 1)dt =

∫ 1

x−1
ln(u)du = [u lnu− u]

1
x−1 = −1− (x− 1) ln(x− 1). D’où lim

x−→1
A = −1

B =

∫ x
0

t− 3

1− t
dt,

t− 3

1− t
= −1 +

2

t− 1
. lim
x−→1

B = lim
x−→1

[−t + 2 ln |t− 1|]x0 = lim
x−→1

[−x + 2 ln |x− 1|] = −∞

D =

∫ x
0

t

(−t2 + 1)3
dt = −

∫ −x2+1

1

du

2u3
=

1

2

[
1

2
u
−2
]−x2+1

+1
=

1

4

[
(−x2 + 1)

−2 − 1
]
, et lim

x−→1
D = +∞ avec u(t) = −t2 + 1

(6) (*) Étudier la convergence des intégrales suivantes:

A =

∫ ∞
1/2

(
√
t+ 3)αdt pour α ∈ IR B =

∫ ∞
−1

1

t3 + t+ 2
dt C =

∫ ∞
0

√
t

2− t
dt D =

∫ ∞
1

ln |2t− 1| dt

Proof

A =

∫ ∞
1/2

(
√
t + 3)

α
dt pour α ∈ IR, on pose

√
t = u et on a :A =

∫ ∞
1/2

(
√
t + 3)

α
dt = 2

∫ ∞
1/
√

2
u(u + 3)

α
du, on a en +∞:

u(u + 3)α ∼ uα+1 et

∫ ∞
1/
√

2
u
α+1

du converge si α < −2. D’où A converge si α < −2.

B =

∫ ∞
−1

1

t3 + t + 2
dt, problème de convergence en −1. on calcule : B1 =

∫ 0

−1

1

t3 + t + 2
dt et B2 =

∫ ∞
0

1

t3 + t + 2
dt
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On décompose
1

t3 + t + 2
et on a:

1

t3 + t + 2
=

a

t + 1
+

ct + d

t2 − t + 2
;

1

t3 + t + 2
=

1/4

t + 1
+

(−1/4)t + 1/2

t2 − t + 2

Une primitive de
1/4

t + 1
est 1/4 ln(|t + 1|);

(−1/4)t + 1/2

t2 − t + 2
= −

1

8

 2t− 1

t2 − t + 2
−

21

4

1

1 +
[√

7
2

(t− 1
2

)
]2
. On détermine aisément les

primitives de chacune de ces deux parties et on étudie la convergence de B1 et de B2 pour ensuite conclure de la convergence de B . . .

C =

∫ ∞
0

√
t

2− t
dt, on pose

√
t = u et C =

∫ +∞

0

u2

2− u2
du et en l’infini

u2

2− u2
∼ −1. D’où C diverge.

(7) (**) Étudier la convergence des intégrales suivantes:

A =

∫ 2

0

sin(
2− t
t

)dt B =

∫ 1

−1

ln |t|√
t− t2

dt C =

∫ 1

0

tan t√
2− t

dt

Proof

A =

∫ 2

0
sin(

2− t
t

)dt converge absolument car | sin(
2− t
t

)| ≤ 1

B =

∫ 1

−1

ln |t|√
t− t2

dt, B n’est pas définie car ∀x ∈]− 1, 0[, t(t− 1) < 0

C =

∫ 1

0

tan t
√

2− t
dt, la fonction

tan t
√

2− t
est continue sur [0, 2], d’où C converge.

(8) (**) Déterminer la nature (semi-convergente, absolument convergente, divergente) des intégrales:

A =

∫ +∞

0

cos(t2)dt B =

∫ +∞

0

t sin(1/t3)dt C =

∫ +∞

−∞

cos(t+ 1)√
|t|

dt D =

∫ 2

0

cos(1/t)

t1/3
dt

Proof

A =

∫ +∞

0
cos(t

2
)dt, problème de convergence en 0. On pose A1 =

∫ 1

0
cos(t

2
)dt et A2 =

∫ +∞

1
cos(t

2
)dt. A1 converge.

Pour A2 on pose u = t2 et on obtient A2 =

∫ +∞

1

1
√
u

cos(u)du. La fonction
1
√
u

est positive, continue et décroissante de limite nulle

en l’infini de plus cos(u) est bornée d’où A2 converge simplement. D’où A converge simplement.

B =

∫ +∞

0
t sin(1/t

3
)dt problème de converge en 0. On pose B1 =

∫ 1

0
t sin(1/t

3
)dt et B2 =

∫ +∞

1
t sin(1/t

3
)dt. B1 converge absolu-

ment. Pour B2, en l’infini t sin(1/t
3
) ∼

1

t2
, d’où la convergence absolue de B2. Par conséquent B converge absolument.

(9) (**) Après avoir montré son existence, calculer lim
n→+∞

1

n

n∑
k=1

n2

k2 + 2n2
.

Proof

Posons : Sn =
1

n

n∑
k=1

n2

k2 + 2n2
et f(x) =

1

2 + x
. On a Sn =

1

n

n∑
k=1

= f

(
k

n

)
. f est continue, positive, décroissante de plus après de

simples calcules on obtient

∫ 1

0
f(t) dt =

1
√

2
arctan(

1
√

2
). Ainsi Sn converge et on a : lim

n→∞
Sn =

1
√

2
arctan(

1
√

2
)

(10) (***) Étudier la convergence des intégrales suivantes:

A =

∫ +∞

0

(ln t)−tdt B =

∫ +∞

1

t exp(− ln2 t)dt C =

∫ +∞

1

ln t

t(ln(2 + t))3
dt

D =

∫ +∞

0

sin t√
t ln(1 + t)

dt E =

∫ +∞

0

cos(
√
t)√

t
dt I =

∫ ∞
1

sin(πe−1/t)dt

Proof

A =

∫ +∞

0
(ln t)

−t
dt = A =

∫ +∞

0
e
−t ln(ln(t))

dt, n’est pas définie. car ∀t ∈]0, 1[, ln(t) < 0, et, ln(ln(t)) n’existe pas

B =

∫ +∞

1
t exp(− ln

2
t)dt, on a : lim

t→∞
t
2
[
te
−(ln t)2

]
. D’où B converge absolument.

C =

∫ +∞

1

ln t

t(ln(2 + t))3
dt en l’infini on a :

ln t

t(ln(2 + t))3
∼

1

t(ln t))2
,

∫ +∞

1

1

t(ln t))2
dt intégrale de Bertrand D’où C converge ab-

solument.

(11) (*) Etudier l’existence des intégrales suivantes et calculer les lorsqu’elles existent:

A =

∫ +∞

2

2

t2 − 4
dt B =

∫ +∞

−∞

1

−2t2 + 8t− 16
dt C =

∫ 1

0

t ln2(t2)dt D =

∫ 1

−1

1√
3− 2t2

dt

Proof

A =

∫ +∞

2

2

t2 − 4
dt = −

∫ +∞

1

1

1− u2
= −arctgh(u). D’où A diverge.

C =

∫ 1

0
t ln

2
(t

2
)dt =

∫ 1

0
4t ln

2
(t)dt intégrale de Bertrand, d’où C converge.

(12) (**) On pose Γ(t) =

∫ ∞
0

xt−1e−xdx, pour n ∈ ZZ.

(a) Déterminer l’ensemble de définition de Γ.
(b) Calculer Γ(1) et Γ(2). Déterminer une relation de récurence entre Γ(n+1) et Γ(n) pour n ∈ IN∗.
(c) Calculer Γ(n).

Proof

Voir TD Analyse 2011-2012 exercice N◦9

(13) (***) Soit f : IR+ −→ IR+, une fonction décroissante. Montrer que si l’intégrale

∫ +∞

0

f(t)dt con-

verge alors lim
x→+∞

f(x) = 0.

Proof
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L’intégrale

∫ +∞

0
f(t)dt converge , En utilisant le critère de Cauchy, on a ∀ε > 0, ∃C > 0 tel que pour tout (x, x′) ∈ [C,∞[,

|
∫ x′
x f(t)dt| ≤ ε.

On prend ε > 0. Il existe donc un certain C > 0 tel que pour tout x ≥ C, |
∫ x+1

x
f(t)dt| ≤ ε.

f étant décroissante et à valeurs positives on a : f(x)

∫ x+1

x
1dt = f(x) ≤ |

∫ x+1

x
f(t)dt| ≤ f(x)|

∫ x+1

x
1dt|.

Et on a : ∀x ≥ C, f(x) < ε/2. Autrement pour tout ε′ > 0 il existe C′ > 0 telque pour tout x′ = x + 1 ≥ C′(C′ = C + 1) on a

f(x′) < ε′, d’où lim
x→+∞

f(x) = 0


