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Licence M.A.S.S. deuxiéme année: Analyse S4

Feuille n° 1:

Rappels sur les intégrales de Riemann et intégrales généralisées

(1) (**) Apres avoir précisé leur domaine de définition et de dérivabilité, calculer les dérivées des
fonctions suivantes:

=V22ta+1l fola Cit f3(z) = 2° exp(—2sin(z?))  fi(z) = 205

zln( )
Proof
f1(z) =V 202 4z 4+ 1= 1/2(95 + 7)2 + — est définie et dérivable sur R
2 2
5)1 - 5
fa(x) = ——— est définie et dérivable sur |0, 1[U]1, +oco[ et on a : f2( ) = (@ +5)In(x) — =" +
ml n(x ) (z In(z))?

f3(z) = 23 exp(— 25m(a: )) est définie et dérivable sur R et on a: f3(z) [312 — 4z* COS(IQ)] exp(—2 sin(zQ))

fa(z) = g00s(@) exp(cos(z)In(2)) est définie et dérivable sur R et on a : f!l(z) = —1In(2) sin(z)ZCDS(z)
(2) (*) Déterminer une primitive de chacune des fonctions suivantes:
1
3
filx) =22 =3z —2 fo(x) = cos(3x) — 2In(2z) f3(z) =zexp(—2zx+1) fa(z)= 5o i fs(x) =
Proof 1 3
fi1(z) = 223 — 3z — 2. Soit Fi une de primitive sur R on a: Fj(z) = 524 — 512 —2zx+k; kE €R
in(3
fa(x) = cos(3z) — 21n(2z) admet de primitive sur R} =]0, +-00[. Soit F2 une primitive de f2, on a Fa(z) = —2[z In(2z) — =] + y +k; k ER
1 1

f3(x) = zexp(—2z + 1) admet de primitive sur R et si Fi3 est une primitive de f3 on a: F3(z) = (75m + Z) exp(—2z+ 1)+ k; k €R

1 1
fa(x) = ———— admet de primitive sur R — {%} etona: Fy(z) = ——In| -3z +4|+k; kK €ER

-3z +4 3

1 x
fs(z) = —— admet de primitive sur ] — v/2,v/2[ et on : F5(x) = Arc sin(ﬁ) +k k €R

—z

(3) (*) Calculer les intégrales définies suivantes:

3 —1 3 4
A:/(t72)dt B:/ L C’:/ (2t 4 6)Y/3at D:/ In(t — 2) dt
0 g 2t—1 -3 3

Proof
3 1 2 3

A:/ (t —2)dt = [—t —Qt] = —-3/2
4] 2 0

-1 1 -1 1
B:/ dt = [71n\2t71\:| = L ingys)
o 2t —1 2 s 2

3 ) +3 )
c= / (2t +6)/3dt = ! [(2t+6)§] = 1(12)4/3
J—3 2 _3 2

D= /341n(t —2)dt = [tIn(t — 2)]3 —/: (1+ %) dt = [tln(t — 2)]3 — 1 — 2[In|t — 2[]3 =
(4) (*) Calculer les intégrales définies suivantes et leurs limites lorsque = tend vers +oo:

x x t _5¢
A:/ (2t — 1)Y3dt B:/ (2t — 1)~ 2at C’:/ “Slat D= / 2t25 dt
1 1 —2

Proof
@ 173 ® 3
A= / (2t — 1)Y3at = = [7(215 - 1)4/3] =Z@z-1DY3_1et lim A=+oo
4 1 8 T ——>+00

1
_ —3/2 —1/2]® . —1/2]®
B = 2t — dt= — |—-2(2t — 1 t 1 —|—2(2t—-1
/< 3 [2ee- 0T e tim 2 [ee- 07
lim - [ 2(2¢ — 1)*1/2}”” =1D'u, lim B=-1
x——+o00 2 1 xr —— 400
Ed 1 1 - e
C = / e 3t = — = [eiSt}JrI = —— [673‘1' — 66} s lim C= —
—2 3 -2 3 r—— 400 3

(5) (*) Calculer les intégrales définies suivantes et leurs limites lorsque z tend vers 1:

2 x x T
t—3 t
A= | In(t—1 B= | == - 9 _9t~1/3 D:/ 4
/z n(t — 1)dt /0 Tt ¢ [2| t|=/3at T

Proof
1
A= / In(t — 1)dt = / In(u)du = [ulnu — u]i71 =—-1—(z—1)In(z — 1). Dot lim1 A=-1
z—1 z—
t—3 t-3 2 ] ) " ]
B—/ dt,7771+7. lim B = lim [7t+21n\t71|]0: lim [~z +2ln|z —1]] = —c0
o 1—1t 11—t 71 z——1 r——1 z——1
x t 2241 du 11 _,]—= 41 1 R .y ) R
D:/ 7(#:7/ 7,:7[711‘ } :7[(71 +1) 71},et lim D = 4oo avec u(t) = —t“ + 1
Jo (—t2+41)3 1 2ud 2 [2 +1 4 z——1
(6) (*) Etudier la convergence des intégrales SuivanteS'
A= [ (Vit3)ydipowracR B= gid C= dt D= [ w1
1/2 G tPHt+2
Proof
oo oo oo
A= / (Vt + 3)%dt pour a € IR, on pose \/t = u et on a :A = / (\/Z+3)adt:2/ w(u + 3)%du, on a en 4oo:
J1/2 J1/2 J1/V2

oo
w(u + 3)% ~ u®tl et / fua+1du converge si a < —2. D’ou A converge si a < —2.
1/

oo 1
dtetBZ:/

0
B = / —————dt, probléme de convergence en —1. on calcule : Bl = / —dt
134+ t+2 3+t +2

1
134+ t+2



(11)

(13)
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1 1 a ct+d 1 1/4  (=1/4)t+1/2
On décompose —— et ona: ————— = + - = 4+
t3 4+t 42 t3 4+t 42 t4+1 t2 —t4+2 t34+t+2 t4+1 t2 —t4+2
1/4 (=1/4)t +1/2 1 2t — 1 21 1
Une primitive de est 1/41In(|t + 1|); = —— - — 5 |- On détermine aisément les
t+41 2 _t+42 8 |t2 —t42 41+{§(t—%)}

primitives de chacune de ces deux parties et on étudie la convergence de B1 et de B2 pour ensuite conclure de la convergence de B . ..
2

oo\t +oo  w u
C = / dt, on pose vVt = u et C = / —— du et en Pinfini ~ —1. D’ou C diverge.
2—t 2 — u? 2 2

(**) Etudier la convergence des intégrales suivantes:

2 In|t tant
A= [ (2=t )dtB/ n||dtC / AR at

0

Proof
2—t
A= / sln( )dt converge absolument car | sin( ) <1
In |t\
\/jzdt, B n’est pas définie car Vo €] — 1,0[,t(t — 1) < 0
t—t

tant tant
= / dt la fonction 5 est continue sur [0, 2], d’ou C converge.

(**) Determmer la nature (semi-convergente, absolument convergente, dlvergente ) des intégrales:
oo 9 Feo 3 o0 cos(t + ) cos(1/t)
A:/ cos(t“)dt B :/ tsin(l/t°)dt C = ———dt D= / ———dt
0 0

1/3

o VIt e

Proof

o0 2 L 2 Foo 2
A= / cos(t”)dt, probleme de convergence en 0. On pose Al = / cos(t”)dt et A2 = / cos(t”)dt. Al converge.
0 0 1

+ 1

Pour A2 on pose u = t2 et on obtient A2 = / —— cos(u)du. La fonction —— est positive, continue et décroissante de limite nulle
1 u m

en l’infini de plus cos(u) est bornée d’ou A2 converge simplement. D’oll A converge simplement.

+oo 3 1 3 + oo 3
B = / t sin(1/t”)dt probleme de converge en 0. On pose Bl = / t sin(1/t°)dt et B2 = / t sin(1/t")dt. Bl converge absolu-
0 0 1

1
ment. Pour B2, en l’infini ¢ sin(l/ts) ~ d’ou la convergence absolue de B2. Par conséquent B converge absolument.
t

(**) Apres avoir montré son existence, calculer lim E
k2 + 2n2

n—+oo n

Proof

1 n? 1 k
Posons : S, = ; P m et f(z) = o On a S, = ; kgl =7 (;) f est continue, positive, décroissante de plus apres de
imples calcules bt't/lf(t)dt71~t(1)A"'S tona: lim Sy = —— arctan(——)
simples calcules on obtien A =5 arctan 75 insi Sy, converge et on a: lim S, = 7 arctan 7
(***) Etudier la convergence des intégrales suivantes:

+oo “+o0 —+00 lnt
A= / (Int)~tdt B:/ t exp(—In®t)dt C = / oY
(In(2 +1¢))3

+oo +oo
D / sint i B— / cos( t)dt I:/ sin(re V1) dt
Viln(l +t) 1

Proof
—t +oo o~ tIn(n(#)
A= / (Int)""dt = A = / dt, n’est pas définie. car Vt €]0, 1[,In(t) < 0, et, In(In(t)) n’existe pas

B = / t exp(— In? t)dt, on a : fl_l)m t? |:te7(1“t> . D’olt B converge absolument.
t— oo

+oo Int Int 1 +oo 1

= / —————————dt en l’infini on a : ~ s / ——— dt intégrale de Bertrand D’out C' converge ab-
t(In(2 + t))3 t(In(2 + t))3 t(lnt))2 1 t(Int))2

solument.

(*) Etudier l’existence des intégrales suivantes et calculer les lorsqu’elles existent:

+oo —+o0 1
A= B = _— In?(¢? D=
/ T / a1 C= /t n®(t%)dt / \/_7%2

A /+oc dt /-+oo ! tgh(u). Dot A di
= = — —(— = —arc 1(w). ou wverge.
t2 — 4 1 1 — u? & &

1
C = / t In2 (t )dt = / 4t lng(t)dt intégrale de Bertrand, d’ot C converge.
0

oo

(**) On pose I'(t) = / z' e "dx, pour n € 7.

0
(a) Déterminer ’ensemble de définition de T'.
(b) Calculer I'(1) et I'(2). Déterminer une relation de récurence entre I'(n+1) et I'(n) pour n € IN*.
(c) Calculer I'(n).

Proof
Voir TD Analyse 2011-2012 exercice N°9

—+oo
(***) Soit f : Ry — IR, une fonction décroissante. Montrer que si U'intégrale / f(t)dt con-
0

verge alors EETOO f(x) =

Proof
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+oo
L’intégrale / f(t)dt converge , En utilisant le critére de Cauchy, on a Ve > 0,3C > 0 tel que pour tout (z,z’) € [C, oo,
0

L[ f)at] < e

| /\

x
On prend € > 0. Il existe donc un certain C > 0 tel que pour tout z > C, | / f(t)dt|

x

f étant décroissante et & valeurs positives on a : f(z)/ 1dt = f(z) < |/ ft)dt] < f(z)\/ 1dt|.
.'L

Et on a : Yz > C, f(z) < €/2. Autrement pour tout &’ > 0 il existe C’ > 0 telque pour tout =’ =

f(a') <€, don EBTOO f(z) =0

—I+IZCI(C’:C+1)ona



