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Licence M.A.S.S. deuxiéme année: Analyse S4

Feuille n° 2:

Intégrales multiples

(*) Calculer // 2y — 2ydxdy on A = [0,1]2.
A

Proof
/ /A a?y® — 2ydady = /01 '/01 (2?y® — 2y) dady = /01 Z[iy4 - 2y]g do = [%223 -y = —%
* ) 2 NN 2
=0, 2]2.
(*) Calculer // (1 — 2 + 2y)“dzdy ou A = |0, 2]
A
Proof

2 r2 2 4 2 1 8 32 72 332
/ / (1—x2+2y)2d:cdy:/ [(1—x2)2y+2y2(1—z2)+7y3]gd:cdy: [Z[x— 73:3—4-7305]—4-830—72:3-&-—30]] = —
o Jo 0 3 3 5 3 0 15

3
(*) Calculer // e~ "Ydzdy ou A = [0, 1[%
A

Proof

1,1 1 1 1 1

/ / ze” “Ydxdy = / z(/ e Ydy)dx = / 1—e ®)dz =~

0o Jo 0 0 0 e
/2 /2

/2
(*) Calculer / / cos(x + y) dady.
0 0

Proof

/ﬂ/2 /7r "% cos(a + v) dady — /ﬂ-/z[sm(z +n/? = /Oﬂ/z(cos(z) — sin(z)) = [sin(z) + cos(@)]3/% = (1+0-0—1) =0
 dwdy

(**) Calculer // Axz—2y)7 ot A = {(z,y) € [0,1[*, > 2y}.

Proof

1_// +jzjlzy) ot A= {(z,y) €[0.1% 0< 2y <z <1}, on a:

1,z
0<y<z/2 et 0<z<1Ainsil= / [/ 2 (14 z — 2y)dy]dy = 1/3, il faut intégrer par rapport & y et ensuite intégrer par rapport a
0 0

(**) Calculer // da:dy ot A={(z,y) eR* 0<z<y?<1}

Proof
’:// LdmyoM:{(m,wemangsyz et 0<y? < 1ainsi A={(e,y) ER* 0<a<y® ot
A 2z + y2?

2 2 2 79?2 2 79?2

o ry v Loy y 0y y? 1Y Ly v Y
(O<y§10u71§y<0);1:/ / 72da:dy+/ / ﬁdzdy:/ = (In]z + —| da:+/ = |ln|z + —| dx

—-1Jo 2z+vy o Jo 2x+y -12 2 |, o 2 2 ],

:‘/701 : [2yln<§)+2yln(y)] dz+./01 : [2y1n(§>+2yln<y>] dz =0

|

LY N
(**) Calculer 5 dzdy o A = {(z,y) € [0,00[*, —a® < 2* —y® < —a®} avec a > 0
A G° + x4 —
fixé.
Proof
On fait deux changements de variables = au,y = av . On a : I = a? // , H’u;zi’uzdudv; A = {(u,v); -1 < u? — 0% < 1}
A uc —v

1 1 1 z 2
Ensuiteu=x+y;v:x—y;=>x=7(u+v),y=7(u—v)|J\=1/21:7a2// 7ydacdy,A”:{(ac,y),—zlgacygzl}z
2 Al 1+ dzy
+é 22

4 4 — . 3.
{(z,v), —-z <y< F x>0 / / 1+ 4o dydz qui diverge.

(**) Calculer // cos(x + y)eﬂ"*?yda:dy ot A = {(z,y) € [0,00[% -2y < 1}.
A
Proof

On intégre par rapport a x et ensuite par rapport a y. Pour intégrer par rapport a = on fait deux intégrations par parties, il en est de

méme pour l’intégration par rapport a y.
(**) Calculer // zydrdy ot A = {(z,y) € R?, 4% + y> < 1}.
A

Proof

u
I = zy dzdy On fait un premier changement de variables : =z = E;y = v. l'image de A par ce changement de variables est
A

1
Al = {(u,v) €€ R?, u? + 02 < 2}. Ainsi [ = 1 / uv dudv
A/
On passe en coordonnées polaires: u = rcos(6);v = rsin(0),0 < r < 1;0 < 6 < 27 Le déterminant du Jacobien est r et

1 27 1 .
I:/0 'fgdr/o 5sm(26) dg =0
(**) Calculer /// ryzdrdydz on A = {(x,y,2) € [0,00[%, 2 +y + 2 < 1} (on pourra poser
A

u:x—i—y—i—z,uv:z—i—yetz:uvw).

Proof

1= [ [ [ evzdeyaz &= (@2 € 10,00f 0 2 < y+2<aty+s<1)
A

Ce qui donne A = {(z,y,2) € [0,00[3, 0< 2 < 1,0<y<1-20< 2 <1 —x—y}; don

1 1—z 1—y—z
I = / z(/ (y / zdz)dy)dz On intégre successivement par rapport & , y et z et on a I = ﬁ
Jo .
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z
11) (**) Calcul WA = z<ll<zty—z<
(11) ( )Cacuer///A(y+2z)($+y_z)dmdydzou {(z,y,2) €[0,0]°, z< 1,1 <z+y—z <
2}

Proof
2

z
/// — daxdydzou A = {(x,y,2) €[0,0[>,0< 2 <1, 1—y+z < x < 2—y+z, l—z+z2 <y < 24z—ax < 242 < 3}
A (y+22)(z+y—z2)

2—y+z 22
On détermine I = / / / —— dxzdyd=z.
—y+z (y+22)(z+y—2)
Autre méthode :
Onposeu=xz+y— 2z, uv =y + 2z; uvw = z d’oll T = u — UV + WVW, Yy = UV — 2UVW, Z = UVW
Laa matrice Jacobienne est telle que |J| =u2v, u=zt+y—z=—=1<u<<21l—-z4+2<y<3—=0<y<3

1
—= 0<y+22<5=0<uw<5—=0<v<5,0<w< —=0<w<
uv

oo 5 2 (uvw)? 5 co 5 2 5
/ / / ——— (u”v)dudvdw :/ / / (uwvw)“dudvdw L’intégrale diverge.
o Jo J1 (uv)(u) o Jo J1

(12) (**) Déterminer I’ensemble des valeurs de « telles que I, = / / (x 4 2y)® dzdy existe, auquel
1 N1

1
cas, calculer I,. Méme question pour J, = / / (x 4+ y)* dzdy.
Proof 0 0

Iaz/ / (z + 2y)® dady. Onpose:c—u,y—l

I —/ / (u + v)¥ 7dudv— / / (u + v)“dudv.

= - a+1 _ oo
Aq = /2 (u+v)%dv = leoo ar1 [(u+v) 15° convergesia < —1. Io = /
1
(a+ 1)(a+2)
11
On fera la méme chose pour Jo = / / (z + y)® dedy en utilisant le critére de Riemann entre ]0, 1]
0 0

(13) (**) Calculer le volume de 'ensemble A = {(z,y,2) € IR*, 22 + 4% < a? et 3> + 2% < 4a?} avec
a > 0 (on pourra commencer par tracer A).

1
a—+1

1(u+2)a+1du= - /w(u+2)a+1du
1

Cette intégrale converge si « < —2 et ona: I = (3)6"*'2

Proof
\ —y \/4a2 y
V(A) = /// dzdydz. 0 < y? < 2?2 4+y%2 <a? et 0< 2?2 <4a? —y2 Don V(A / / \/7/ dzdzdy
-y

ra

:/ 4 2 — y2)(4a2? — y2 )dy—fa / \/ a2(y? — } — 1 dy. On pose u = [%a2(y2—ga2)]
4

y = —u+7a2)ctdy—

3a2 2 /_4_ 5 2
3a 3a2u+2a

T a—cost
(14) (***) Pour (a,b) €)1, 00[?, calculer I = / In (ﬁ)dt (on pourra introduire la fonction & deux
0 — cos
variables (u,t) — (u — cost)™! et utiliser le Théoréme de Fubini).
Proof
™ 2
f(u, t)f(ufcost) Lona: I:/ /:f(u t) dudt. Onposev*tan( )ona: dt = 2d'u; COS(t):1+:2

1+4+wv
I = ! dd 0071 dud
/ / 71—11 x / \/QU71 1—qul way /ufl/ “+}v2uv‘
u+ 1
On pose v=won a: dv= dw On trouve
u—1 u+1

b o b Ed a+y/a?—-1
I—/ / dwdu—/ —  du = n[arcch()]® = wln [ TV -
a u—1 1+w2 Vu+1 a VuZ -1 [ (wla b4y/b2—1

(15) (**) Calculer le volume de la portion de I'intérieur d'un cone 22 +y?> < zet 0 < 2 < 1.
Proof

Le coéne a pour rayon de base R, de hauteur h, d’apothéme a = \/R?2 + h2 et demi-angle au sommet a = Arctan(%) On passe des
coordonnées cartésiennes en coordonnées polaires dans ’espace. Soit M(z, y, z) un point de l'intérieur du coéne,
on pose z = rcos(0),x = rsin(0) cos(¢),y = rsin(f) cos(¢), avec 0 < r < a; 0< 0 < a, 0 < ¢ < 27.
Le dommaine donne 2 +y? < 2 < 1,= 0 < r2sin?(0) < let rcos(d) < 1. Don0<r2 <2=r <2 Deplus0< 2 < 1= h=1;
A= {(r,0,9),0<r<V2,0< 0 < Arctan(R), 0 < ¢ < 27}.

V2 27 pArctan(R)
V(C) = / / / dOd¢dr = 2v/2m Arctan(R)

0



