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Feuille n° 1:

Rappels sur les intégrales de Riemann et intégrales généralisées

(1) (**) Apres avoir précisé leur domaine de définition et de dérivabilité, calculer les dérivées des
fonctions suivantes:
2 -1 .
~ V@ —a 1 p(e) = T @) = nfe? =8| exp(=20'/%)  fu(a) = 27
n(z

éterminer une primitive de chacune des fonctions suivantes:
2) () D de ch des f i i
fiz)=—2* =322+ 2 -5 fo(z) =In(3x) — 2sin(2z) f3(z) = 2zexp(—3z+2) filz) =

(3) (*) Calculer les intégrales déﬁnies suivantes:

2 1
A= /(t—l)dt B:/ t—th C= / —2)Y3dt D= /m 2t —1)dt
g1

(4) (*) Calculer les intégrales définies suivantes et leurs limites lorsque = tend vers +oo:

A= t+1)Y3dt B= / t+1)"2dt / e ?tdt D= /
/3+ 3t + C = 3t2_1

(5) (*) Calculer les intégrales deﬁnles 5u1vantes et leurs limites lorsque x tend vers 2

A= /m — t)dt B:/ dt C= /|t—2\ V24t D= /

(6) (*) Etudler la convergence des 1ntegrales suivantes:

A= | G+ ldt B:/ —— at o= Y a D:/ In |2t — 1| dt
1/2( Vi) L Brt+2 0 2+12 - |

xT

S5r — 2

(7) (**) Etudier la convergence des intégrales suivantes:

In |¢] tant
A= /exp dt B= / 12t—t2dt C= /

(8) (**) Déterminer la nature (semi-convergente, absolument convergente, dlvergente ) des intégrales:

Foo too oo cos(t +1) cos l/t
A:/O cos(t?)dt B :/0 tsin(1/t%)dt C = dt D= / s

— 00
n

1
(9) (**) Apres avoir montré son existence, calculer lim — Z (ln(2n + k) —In(n)).
n—+oo N P
(10) (***) Etudier la convergence des intégrales suivantes:

+oo +oo Foo
A= / |In(t)|~"dt B=/ exp(—t+1/Int)dt C = / mdt

+oo t +oo t o]
D= / st g / cos(V1) 5y 1:/ CoS( “UED gy
ln ]. + t2 \/i 1 2

(11) (**) Etudier l'existence des intégrales suivantes et calculer les lorsqu’elles existent:

+oo 2 +oo t
A= —~ dt B= — 4@t C= | tIn®Hdt D=
/2 22 /,Oo 212t 10 /0 n’(t?) / Nopwr _2t2

oo

(12) (**) On pose I'(t) = / e %dx, pour n € Z.

0
(a) Déterminer I’ensemble de définition de T'.
(b) Calculer I'(1) et I'(2). Déterminer une relation de récurence entre I'(n+1) et I'(n) pour n € IN*.
(c¢) Calculer I'(n).

+oo
(13) (***) Soit f : IRy — IRy, une fonction décroissante. Montrer que si 'intégrale / f(t)dt con-
0

verge alors mETOO f(z) =
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Feuille n° 2:

Intégrales multiples

(1) (*) Calculer // 22y® — 2ydzdy ou A = [0, 1[2.
A
(2) (*) Calculer // (1 — 22 + 2y)2dzdy on A = [0,2]2.
A
(3) (*) Calculer // ze~™dzdy on A = [0, 1[2.
A
w/2 pw/2 pw/2
(4) (*) Calculer / / / cos(z + y) dxdy.

(5) (**) Calculer// 1+iat_dy — ot A = {(z,y) € [0,1]%, x > 2y}.

(6) (**) Calculer // ST sdrdy ot A = {(z,y) € R2,0<z<y?><1}.

<>(**) Calculef/ [ s dudy o A = {(29) € D.0oP, —a? < 2 — 4 < —a?} avec a > 0

(8) (**) Calculer // cos(z 4+ y)e " Hdady ot A = {(x,y) € [0,00[%, x — 2y < 1}.
A

(9) (**) Calculer // zydrdy ot A = {(z,y) € R?, 42? + y> < 1}.
A

(10) (**) Calculer /// ryzdrdydz ou A = {(x,y,2) € [0,00[3, x +y + 2z < —1} (on pourra poser
A

u=x+y-+z, uv:z—i—yetz:uvw).

2
11) (** Calculer/// hd dxdydz ou A = {(z,y,2) € [0,00, 2 < 1,1 < z4+y—z <
( >;}) Rermar=e {(ey.2) € 0,00

o0
(12) (**) Déterminer I’ensemble des valeurs de « telles que I, = / / (x 4 2y)® dady existe, auquel
1N

cas, calculer I,. Méme question pour J, = / / (x 4+ y)* dzdy.
o Jo

13) (**) Calculer le volume de I'ensemble A = {(z,y,2) € IR?, 22 + 4y? < a? et y? + 22 < 4a?} avec
Y Y Y
a > 0 (on pourra commencer par tracer A).

a —cost . . Ly :
ﬁ)dt (on pourra introduire la fonction & deux vari-
— cos

ables (u,t) — (u — cost)~! et utiliser le Théoréme de Fubini).

(14) (***) Pour (a,b) €]1,0[?, calculer /ln(

(15) (**) Calculer le volume de la portion de I'intérieur d’un cone 2 +y?> < zet 0 < z < 1.
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Feuille n° 3:

Intégrales dépendant d’un parametre

(1) (*) Montrer que I,, = [ (sinz)"dx existe pour tout n € IN*. Expliciter la limite ¢ de (I,),.
(2) (*) Montrer que J, = [~ @(1 + 2?) ""dx existe pour tout n € IN*. Expliciter la limite ¢ de (J, ).

(3) (**) Montrer que K, f_l === dr existe pour tout n € IN*. Expliciter la limite ¢ de (K, ).

’I'2+ 2
Comparer en calculant la valeur explicite de K,.

(4) (***) Déterminer, si elle existe, lim, o0 [ |1 — ﬁ—z’
(5) (**) Déterminer, si elle existe, limy, o fooo cos(nzx) e *dx.

(6) (**) Soit f: IR — IR une application dérivable et bornée sur IR. Apres avoir montré son existence,
calculer lim,, oo fooo e~ f(x)dx

(7) (***) Soit (a,), une suite de ]0,00[ qui converge vers 0. Soit f : IRT + IR continue et bornée.
> @S (@) 12 (on pourra découper lintégrale sur [0, /an] et [\/an, 00[).

a2 +x?

Déterminer la limite de

(8) (***) Soit f une application définie sur [0, 1], & valeurs strictement positives, et continue. Pour
a > 0, on pose F(a fo f“ t)dt. Justifier que F est dérivable sur R, et calculer F'(0). En

1/«
déduire la valeur de lim / I (t)dt) .
a—0 0

(9) (*) Soit F(x) = fol In (22 + ¢?)dt. Montrer que F est définie, continue et de classe C* sur des ensem-
bles que l'on précisera, et calculer F'(x).

(10) (**) Soit F(z) = fol e~ V=2t Montrer que F est définie, continue et de classe C! sur des ensembles
que l'on précisera, et calculer F'(x).

(11) (**) Le but de I'exercice est de calculer la valeur de 1’intégrale de Gauss I = 0+oo e~ dt. On définit

_ 22
deux fonctions f, g sur R par les formules f(z fo 2t et g(z fo %dt. Prouver que,
pour tout z € R, g(z) + f*(z) = &. En dedulre la valeur de I.

(12) (**) Soit f: Ry — IR une fonction continue. Pour z € IR, on pose Lf(z) = O+°° f(t)e=*tdt.

(a) Montrer que si f0+°° f(t)e=*tdt converge, alors f0+°° f(t)e~¥tdt converge pour y > x. En déduire
la forme de I’ensemble de définition de L f?
(b) On suppose f bornée. Montrer que lim,_, 4o, Lf(z) = 0.

(13) (**) Donner le domaine de définition, de continuité et dérivabilité de f(z) = fol cos(Va? — t2) dt.

(14) (**) Soit f(z) = [;° e ™ In(t)dt. Quel est I'ensemble de définition, de continuité et de dérivabilité
de f7 Determmer limg 400 f ( ). Sur quel ensemble la fonction f est-elle de classe C'?

(15) (***) Soit I'(x) = [, t"*e~"dt pour > 0.
(a) En utlhsant le changement de variable t = z+u+/x, montrer que I'(z+1) = (%) 75 flzu)d

ou f est une fonction & préciser, nulle pour tout couple (z,u) tel que u < —\/.

(b) Déterminer la limite de f & u fixé quand x — oo.

(¢) Pour z > 1, montrer que pour tout u > 0, on a 0 < f(x,u) < (1 + u)e™™, puis que pour
uin] — /0], 0 < f(z,u) < e /2,

(d) En déduire que I'(z + 1) ~ (z/e)®v/27m2 quand x — oo, puis retrouver le célebre équivalent

n~ (n/e)"v2mn quand n — co.

00 o—|z+u?|
(16) (***) Soit F(x) = / %du. Montrer que F' est définie et continue sur IR. Quel est son
0 (7

ensemble de dérivabilité? Montrer que F' est intégrable sur IR et montrer que fooo F(z)dx = 2.

’



(1)
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Feuille n° 4:

Equations différentielles linéaires

(*) Déterminer les solutions maximales des équations différentielles suivantes avec la condition ini-
tiale y(0) = 0:

Y +3y=-3 2 +y=sin(2x); ¥y +y=1-2e"7 ¢y —2y=—2%
(**) Déterminer les solutions maximales des équations différentielles suivantes avec la condition
initiale y(0) = 0:

vy +y=2¢" (1+z)y —2y=x; ¢y —2%=Inx; y —22%y=—e"
(**) Déterminer une solution maximale des équations différentielles suivantes:

v —y=ell; zy —y=xln|z|=0; y'sinz+ycoszr=2—z; |z|y +y=|z|

(***) Soit f une fonction de classe C! sur IR telle que lim, o f/(z) + f(x) = 0. Montrer que
lim, 00 f(x) = 0 (on pourra résoudre f'(z) + f(z) = g(z)...).

(*) Déterminer les solutions maximales générales des équations différentielles suivantes:

y//_4y:0 y//+9y:0 y//_4y/_|_4y:_2 3y(3)—2y”—y=x

y// _ y/ —y=2—¢" y// +4dy = COS(Zx) y(4) +y=¢e" y// + y/ +y= e—/2

éterminer les solutions maximales des équations différentielles suivantes avec la condition
**) Déterminer 1 luti imales des équati différentiell ivant 1 diti
initiale y(0) = ¢/(0) = 0:
v —y +y=—z y® =3y +4y=2e7" 3y —8y =2z 1y’ +4y=cos(x).

(***) Soit I’équation différentielle xy” +2(z+ 1)y’ + (z+2)y = 0. En posant z = zy, résoudre cette
équation différentielle sur IR. De méme pour y” + 7' tan(x) — y cos?(x) = 0 en posant t = sin z, puis
2%y" + 1y =0 en posant t = In .

(**) Déterminer une solution maximale de ’équation différentielle xy” — ¢’ — 423y = 0 apres avoir
vérifié que y(z) = e®” est solution.

(**) Déterminer une solution maximale de 1'’équation différentielle (1 + 22)y” + 2y’ —y = 0 en
effectuant le changement de variable z = sht.

(**) Déterminer une solution maximale de I’équation différentielle x%y” — 2xy’ + 2y = —1 aprés
avoir remarqué que y(z) = x est solution de 1’équation homogene associée.

(**) Pour les deux équations différentielles suivantes, chercher des solutions polynomiales de I’équation,
puis en déduire les solutions maximales:

(24 2)y" +(x—1)y —y=1 2% —3ay +4y = —2°.

(***) En utilisant le changement de variable y’ = u(y) résoudre ’équation différentielle y”’ = y' y?

avec y(0) =1 et ¢/ (0) = 1/3.



(1)

(2)

3)

(4)

(11)
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Feuille n° 5:

Séries entieres

(*-**) Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres suivantes :

1>, %m” 2. ), log(n)z™ 3.5, %x%
4.3, In(n?)"a® 5.3, nmVran 6., V/B )+ 1"

7. 3, (cos®>n)mngn 8. S 21 ot [] partie entiere 9. Y exp(—n?)z™

(**) Calculer le rayon de convergence de la série entiere ), a,2" lorsque a,, est donné par:

1.a,=(-3)" 2. a, =In(1+n!)
3.a, = (;l:)! 4. a, = sin (7v1+ n!?)

2

(*) Répondez aux questions suivantes:

(a) Donner un exemple de série entiere de rayon de convergence 4.

(b) Est-il possible de trouver des suites (a,) et (by,) telles que a, = o(b,) et pourtant ) a,z™ et
>, bn2™ ont le méme rayon de convergence?

(c) Quel est le lien (en justifiant) entre le rayon de convergence des séries entieres ) ., a,z" et

2 n
Yoo Nanz"?

(*) Pour les séries entitres suivantes, donner le rayon de convergence et exprimer leur somme en
termes de fonctions usuelles:

- n n n n+1)> n -H" n
1. ano ;Tfﬁc 2. ano(_l) (n+1)z" 3. ano( :!) x4 ano%x2 ‘

(**) Soit R le rayon de convergence de ) a,z™. Comparer R avec les rayons de convergence des
s . 2

séries suivantes: a, In(n!)z"; a,2?"; a,2" .

(**) Soit (ay) une suite de réels qui converge vers /.

(a) Quel est le rayon de convergence de la série entiere ) -, S3a™?

(b) On note f la somme de la série entiere précédente. Déterminer lim,_, o €% f(z).

(***) Donner un exemple de série entiére telle que

(a) en tout point du cercle de convergence, la série numérique associée converge.

(b) en tout point du cercle de convergence, la série numérique associée diverge.

(¢) la série numérique associée admet p € IN*, nombre fixé, points de divergence sur son cercle de
convergence.

(*) Développer en série entiere au voisinage de 0 les fonctions suivantes. On précisera le rayon de
convergence de la série entiere obtenue.

1. In(1-2 2. 0
n( x) aiz avec a #
3. (1—a2)"1/2 4. 2
2" 20)
5. In(1 — 3z + 22?%) 6. N1
x

(**) Soit f lapplication définie sur | — 1,1[ par f(¢) = cos(«arcsint), a € R.

(a) Former une équation différentielle linéaire du second ordre vérifiée par f.

(b) Chercher les solutions de I’équation différentielle obtenue qui sont développables en série entiere.
(¢) En déduire que f est développable en série entiére sur | — 1, 1[, et donner son développement.

(***) Pour > —1, on pose f(x) = zz (;3: Montrer que f est développable en série entiere au
voisinage de 0 (Indication: remarquer que H% = fol t*+n=1dz, puis permuter la série et I'intégrale

et développer en série entiere t%).

(**) En utilisant un développement en série entiére, montrer que les fonctions suivantes sont de
classe C° :
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f(a) =sin*(z)/z siz # 0, f(0) =
(b) g(x) = cos (\/H) siz e IR.
h(z) = =% — L si @ €] — 7, 0[U]0, 7], h(0) = 0.

sin? x z2

(12) (**) On considere la série entiere f(z) = Y3127 L 1)”“ 2t

(a) Quel est son rayon de convergence, que 'on notera R? Y-a-t-il convergence aux bornes de
Iintervalle de définition?

(b) Sur quel intervalle la fonction f est-elle a priori continue? Démontrer qu’elle est en réalité
continue sur [—R, R][.

(¢) Exprimer, au moyen des fonctions usuelles, la somme de la série dérivée sur | — R, R[. En déduire
une expression de f sur | — R, R][.

0o (—1)tt
(d) Calculer 3272 O

n

(13) (***) Montrer que fo flntdt S s
(14) (*) On considére 1’équation différentielle 4" + 3’ + y = 1. On cherche I'unique solution de cette
équation vérifiant y(0) = 3/(0) = 0.
a) Supposons qu’il existe une série entiere f(z) = anx™ de rayon de convergence strictemen
S il exist érie entit a0 ana™ d d trictement
positif solution de 1’équation. Quelle relation de récurrence doit vérifier la suite (a,)?
alculer explicitement a,, pour chaque n. Quel est le rayon de convergence de la série entiere
b) Calcul licit t h Quel est 1 d de la série entie
obtenue?
(c) Exprimer cette série entiere a l’aide de fonctions usuelles.

(15) (**) Démontrer que fol 7AI‘C£&HI do =3y (égi)l}z.



