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Feuille n° 1:

Produits scalaires et applications

(1) (*) Soit F un espace vectoriel. Déterminer parmi les applications (z,y) — (z,y) de E x E dans R

suivantes, celles qui correspondent a un produit scalaire sur F.

(a) E=1R, (z,2') = —3x2’ puis (x,2') = 4(x + 2’)%

(b) E=Ret (z,2') = 222 — 4oz’ + 2(z')?.

(¢) B =R ((z,y),(«',y)) = 4w’ — yy' puis ((2,y), (¢',y)) = x2’ + 2yy’ et ((z,y), («',y)) =

xx’ — 2xy’ — 2yx’ + dyy’.

(d) E=Ry[X] et (P,Q) = P'(0)Q(1) + P'(1)Q(0) + 2P'(0)Q'(0).

(e) E =Ty [X], (P,Q) = P(1)QL) + 2P(2)Q(2).

(f) £ =C9(0,2],IR) espace des fonctions continues sur [—1, 1] & valeurs réelles et pour f, g € E,

(f.9) = [1, (F(O)g' (1) + f'(D)g(t))dt

(2) (**) Soit u = (z,y) et v’ = (2/,y') deux vecteurs de R?, et soit < u,u’ >= za’ + yy' le produit
scalaire euclidien classique sur IR?. Déterminer, en justifiant, 'aire du parallélogramme ABCD tel
que u = 1@ et v = AD en fonction de ce produit scalaire.

(3) (*) Soit E = IR" et soit (a;)1<i<n une famille de nombres réels strictement positif. Montrer
que lapplication (z,y) € E? — Y. a;z;y; est un produit scalaire (ou z = (z1, -+ ,z,) et
= (Y1, " Yn))-

(4) (***) Soit E l’ensemble des fonctions définies sur [0,1]. Montrer que lapplication f € E
Sup,eqo,1) |f ()| est une norme, mais n’est pas la norme d’un produit scalaire.

(5) (**) Soit I'espace vectoriel M,,(IR) des matrices carrées de taille p & coefficients réels. Montrer que si
M et M’ sont des matrices de M, (IR), Papplication (M, M') + Trace(M*M’) est un produit scalaire,
oll M est la transposée de M et Trace(A) est la somme des termes diagonaux d’une matrice carrée A.

(6) (**) Soit E I'ensemble des suites numériques (un)nen telles que Y07 o |up| < 00 et maxpen [un| <
0o. Montrer que E est bien un espace vectoriel. Montrer que 'application (up)n, (vn)n € E —
ZZO:O U, Uy existe bien, puis que c¢’est un produit scalaire sur E.

(7) (**) Apres avoir introduit un produit scalaire adéquat, montrer les inégalités suivantes:
()pourxx v,y € R, Jwa’ + 2yy/| < Va? + 22/(2")? + 2(y')2.

/mdt<(/ e2dt)? (/Oll_iﬁdt)é...?

(¢) Pour P € R[X], (/ cos? tP(t)dt)2 < /7r cos® t P%(t)dt.

7 -

(8) (**) Soit l'espace vectoriel M,(IR) des matrices carrées de taille p & coefficients réels. Mon-
trer que pour toutes matrices M = (m;;)i<ij<p et M’ = (m;j)lgmgp de M,(IR), I’application
< M,M' >= 377 30 miymj; est un produit scalaire sur M, (IR). Déterminer D,(IR)* ol
D,(IR) est 'ensemble des matrices diagonales de M, (IR).

(9) (*) Soit E = IR? et pour & = (z1,22) € E soit application

(a) Montrer que N (x) existe bien pour tout = € E.

(b) Montrer que N(z) est une norme associée & un produit scalaire que I’on précisera.

(¢) Déterminer une base orthonormale de E pour ce produit scalaire.

(d) Soit F' = {x = (z1,22) € E, x1 — 225 = 0}. Montrer que F est un s.e.v. de F, puis déterminer
une base orthonormale (pour le produit scalaire précédent) de F et déterminer F=.

(10) (**) On considere E = IR® canonique muni du produit scalaire euclidien usuel et e = (e, ez, e3) sa
base canonique. Soit a = (1,—2,1) et F = {(x1,22,23) € E, 1 + 2 + 23 = 0 et 227 = —x2}.
(a) Montrer que F est un s.e.v. de E dont on précisera une base dans e et la dimension.



(11)
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(b) Déterminer une base orthonormale de F'. En déduire pour « € F, pr(z) la projection orthogo-
nale de = sur F.

(c) Déterminer F'+. Calculer de deux manieres différentes pour z € E, pp.(z) la projection
orthogonale de x sur F*.

(d) Calculer d(a, F).

(**) Soit E = C°([0, 1], IR) l’espace vectoriel des fonctions continues de [0, 1] dans IR muni du produit

scalaire défini par (f, g) fo

(a) Déterminer une base orthonormale du sous-espace vectoriel F' de F engendré par fi, fo définies
par fi(z) =e®, fo(z)=e" z €0,1].

(b) Déterminer la projection orthogonale sur F de f: x +— z, x € [0,1].

(**) Soit P un projecteur sur F parallelement & G, ou F' et G sont deux sev en somme directe

d’un espace vectoriel euclidien E (c’est-a-dire que P(xp + xg) = xp pour tout zp € F, zg € G).
Montrer que si pour tout = € E, ||p(x)|| < ||z| avec || - || une norme euclidienne de E, alors P est un
projecteur orthogonal (soit F' orthogonal a G).

(**) On munit R™ du produit scalaire usuel. Soit H = {(z1,--- ,2n) € R", a121 + - + apz, = 0}
ou (ag, - ,a,) sont des réels donnés non tous nuls. Chercher la matrice dans la base canonique de
IR" de la projection orthogonale sur H.

(**) Soit E = C°([—1,1],IR) I'espace vectoriel des fonctions continues de [—1,1].

(a) Montrer que I'on définit un produit scalaire sur E en posant (f, g) f 1 W f(z)g(x)dx.

(b) On considere le sous-espace F' = Ry[X] de E. Trouver une base orthogonale de F' (polynémes
de Tchébycheff de premieére espece).

(¢) Quelle est la meilleure approximation de f(x) = v/1 — 22 dans IR3[X] pour ce produit scalaire.

™

(**) Calculer le minimum sur R? de f(a,b) = / (2% +ax +b)%e” dx. Indication : On pourra penser
0

& une projection aprés avoir introduit le produit scalaire (f, g) fo et dt.

(**) Déterminer inf(, ; o3 fow(a sin(t) + beos(t) + ¢ — t)2dt.

(***) Soit E un espace euclidien de dimension n muni d’un produit scalaire < -,- >1 et (e, -+ ,ep)
une base orthonormale de F pour < -,- >1. Soit < -,- >9 un produit scalaire sur E tel qu’il existe
(xo,21) € F vérifiant < xg,21 >1#< 9,21 >2. Montrer que (eq,--- ,e,) n’est pas une base or-
thonormale pour < -, - >s.

(F****) Soit B = CO([0,1], IR) lespace vectoriel des fonctions continues de [0, 1] dans IR muni du
produit scalaire défini par (f, g) fo t)dt. Soit F' = IR[X] le sous-espace vectoriel des fonctions
polynomiales et soit g(z) = e” pour = € [0 1]

(a) Montrer que g ¢ F.

(b) Montrer qu'il existe une suite (f,) de fonctions polynomiales (& préciser) convergeant vers g

pour la norme euclidienne.
(¢) En déduire que F*+ = {0}.



(1)
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Feuille n° 2:

Une application en analyse: les séries de Fourier

(*) Déterminer le développement en série de Fourier de la fonction f : x € [—m, 7] + cos?(z) sin(z).
Proof
sin(3z) = 4sin(x) cos?(z) — sin(), d'ott f(z) = L [sin(3z) + sin(x)]
(*) Soit f une fonction 27-périodique, continue par morceaux. Montrer que pour tout a € IR,
Joo fyde = [(77 f(x)da.
Proof
o7 f(@yde = [7 f(x)dz + [T f(z)de + [T f(z)dw en posant x = ¢t + 27 on a [ f(z)de = — [ f(z)dw d'ou le résultat
(*) Soit la fonction 27-périodique f définie par f(z) =1 si |z| < 7r/2 et f(z)=0si7n/2<|z| <.
(a) Déterminer la série de Fourier de f. Cette série de Fourier converge-t’elle vers f? En quel
sens 7 B
(b) En déduire les sommes des séries > % et > m

Proof
f est paire, de classe C! sur E = ]—x, —7/2[ U ]—7/2,7/2[ U ]n/2, x[. Elle admet deux points de discontinuité de premitre espéce
—7/2; w/2. Déterminons la série de Fourier de f. b, (f) = 0Vn € IN*. ag(f) = f’r f(t)dt = 2 2 [y f(tdt =1
. 2
Sin>1lona an(f)= %foﬂ' f(t) cos(nt)dt = %J/ f(t) cos(nt)dt = ﬁsm("")azk(‘f)*oet agp+1(f) = ﬁ(fl))C

La série de Fourier associée a f est Sy (z) = % k>0 % cos[(2k 4+ 1)z] + §

Sy converge ponstuellement vers f sur [—m 7] — {—m/2, 7/2} et aux points de discontinuité de premiére espéce —7/2, m/2 on a:

—n/2” —n/2t w/2” n/2t
Sf(fﬂ'/Q):f( /2 Héf( /2 ):%etSf(Tr/2):f( /2 );f( /27 _

N

P =0 0)=S;(0)=1donl=2 NCED LA PO Cok
our x = 0 on a f(0) = S;(0) = on 77rzk>0(2k+1)+ ouzk>0 SEIT — 4

En appliquant le théoréme de Bessel on a: $ao(f)|? + Xy lax(£)* + \bk(f)\Q 1 /P71 f(t))2 dt On a:

b+ Sz gy (U™ = 2 AT HOP d =1 000 Sepy e = %

(*) Soit f la fonction 27T—per10d1que sur IR définie sur | — 7, w[ par f(z) = x et par f(7) = 0. Tracer
f sur [—4m,4x]. Développer f en série de Fourier. La fonction f coincide-t-elle avec la somme

de sa série de Fourier en tous points de [—m,7]? Etudier le cas particulier de = 0. Calculer
—+o00
n=0 (2n-|—1)2
facilement obtenir a partir de ce développement en série de Fourier?

En utilisant le Théoreme de Bessel, quelle autre somme de série numérique peut-on

Proof
f est 2w-périodique, impaire alors a, (f) = 0Vn € IN*, ag(f) =0
n _ynl
bn(f) = % f:r: tsin(nt) dt en intégrant par parties on a: by (f) = 7%@'”) = *% d’olt Sy = anl % sin(nz)
Sy converge ponctuellement vers f en tout point de ]—m, n[ aux points —m et m on a: Sy(—7) = % et Syp(m) = 7%

En appliquant le théoréme de Bessel on a: %|a0(f)\2 + 2> lag ()2 + b ()2 = % fj: [£(£)]? dt On a:

Or an(f) =0 d'ott Ty [bk(N)IZ =2 [T 1F(1)|2 dt
4 _ 1 T2 g 2 o 1 _ x2
Shr1 oz =g fIftPdt = Sndon sy oy = B

n
2

_

Tkl 0z = Tk3o m + 2 k> ﬁ =2k>0 m + i Tzt gz don Yo m =5
(**) Soit f la fonction impaire sur [—m, 7] telle que f(x) = 22 sur [0, «r]. Tracer f sur [—m,«]. Mon-
trer que f admet un développement en série de Fourier et le préciser. Calculer +f% % En
utilisant le Théoreme de Bessel, quelle autre somme de série numérique peut-on facilement obtenir

a partir de ce développement en série de Fourier?

Proof
f continue sur [—7,w]. f admet un developpement en série de Fourier en tout point de [—m, «] et si Sy est ce developpement on a

Sy(z) = %ao(f)+zk21 ap (f) cos(kx)+by (f)sin(kx), f étant impaire on a ap(f) = 0 pour k € IN, by (f) = % I z? sin(kz) do, k> 1

k41,2 2
b(f) = 2 [7( o + 5 ((-Uk - 1)} i bok = — % et boppa(f) = 2 [T‘Lrl - 7(21@--‘:—1)3}
2 .
dou Sg(z) =X k> 1— FFsin(kn) + 2 Zk>0 Z [#ﬂ - m] sin(2k + 1)z
Pourz = 7/2 on a Sy (w/2) = f(n/2) = 72 /4 Aprés quelques calculs on a : & 3 > _nk == + 27 (Z > ﬂ) =33
™ 2k>0 (pt1)3 1 k>0 ZEF1 32

k.

car 3p>0 (2k+)1 =1
(**) On considere la fonction 2m-périodique sur IR définie sur [—, «[ par f(x) = cos § —sin 5.
(a) Tracer f sur [—4m,4n].
(b) Calculer les coefficients de Fourier de f.
(c) Quelle est la nature de la série de Fourier Sy de f?
)

1
(d) Déterminer la somme de la série En 1 T

[
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Tra(i):rriosi f tres aisé. Calculons les coéfficients de Fourier de f. Sg(z) = Sao(f) + Zgsq ak(f) cos(kz) + by (f) sin(kx)

ag(f) = Lt [cos T _sinZ } cos(ka)da = L [T cos T cos(ka) da = % ot ao(f) =

b (f) = % fj: [cos £ —sin %} sin(kz) dz = f+7r sin £ sin(kz) do = % avec k > 1

Sp@) = 2 4+ Tpsy % cos(kz) + % sin(ka), f est de classe C1 sur [—, 7| donc Sy converge vers f en tout point de
R — {kﬂ-} et pour @ = kx on a: Sy (k) = 1 (f(kw*) + f(kﬁ)) =l(-1+1=0

ot Lag(£)+ Syzy ax () cos(hm) = 05 2455 AU costhmy = 0; 2435, ﬁ( Dk =0, dot Xys, ﬁm =3

(**) Déterminer la série de Fourier de la fonction 27-périodique paire f définie par f(x) = e* pour
x € [0,7]. Quelles sommes de séries numériques peut-on en déduire?

f eblzr;;lfre et 2m-périodique, donc dans le développement en série de Fourier de f, bg(f) =0 avec k > 1
ap(f) = o7 €® cos(kz) dz. En faisant deux intégrations par parties successivement on obtient:
ar(f) = %[ lji;j;f”] =2 [FHEEDT ] o) = 2[5 aon
™
Sp(@) = [£=1] +2 [ZkZO %ﬁ;ie” cos[(2k + 1)a] + Sy %}fﬁ cos(2k)
Pour ¢ = 7/2 on a: Sy(n/2) = f(n/2) = e™/2 d’ont 5“7:1 +23 1 %(—l)k =e™/2 ona: PS>t 8(?_% %

(**) Déterminer la série de Fourier de la fonction 2m-périodique impaire f définie par f(z) =
min(cos z,sinz) pour x € [0,7]. Quelles sommes de séries numériques peut-on en déduire?

(***) Théoréme de Bernstein Soit f 27-périodique, de classe C' sur IR.

(a) Calculer les coefficients de Fourier de f’ en fonction de ceux de f.

(b) On suppose de plus que fozw f(t)dt = 0. Montrer que fozw [F(®)dt < 0% [f/(t)]*dt. En quel cas
a-t-on égalité 7

(¢c) Soit f 2m-périodique continue. Soient a,(f) et b, (f) ses coefficients de Fourier. Montrer que la
série Z:z L(an(f) sinnz — by (f) cosna) converge normalement sur IR et préciser sa somme
en

(¥****) Montrer que si une série trigonométrique converge uniformément sur [0, 7], alors elle est

identique a la série de Fourier de sa somme. Donner la série de Fourier d’un polynoéme trigonométrique.

+00 sinnz

Montrer que la série trigonométrique ) 7 Sn converge simplement sur IR. En utilisant la for-
mule de Parseval, montrer qu’elle est différente de la série de Fourier de sa somme.

Proof
Voir Exercice N°9 année 2009- 2010
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Feuille n° 3:

Formes linéaires et espace dual

(*) Montrer que toutes les formes linéaires sur F = IR" s’écrivent f(z1, - ,2n) = a121 4+ -+ @y
avec ay,- - - ,a, des réels fixés.

(*) Soit E un espace vectoriel muni d’un produit scalaire (,) et x1, o € E. Montrer que 'application
x € E — (x1,2) + 3(x,x2) est une forme linéaire sur E. Déterminer son noyau. Et I’application
x € Ew (x1,x0+ )7

(**) Soit E = IR?[X]. Montrer que I’application P € E ~— P(0) + P(1) est une forme linéaire sur
E? Quel est son noyau?

(**) Soit E = C°([0,1]), ensemble des fonctions continues sur [0,1]. Montrer que f € E

f(0)— fol t f(t)dt est une forme linéaire sur E. Déterminer son noyau lorsque E se réduit & ’ensemble
des polynémes de degré inférieur & 1 définis sur [0, 1].

(**) Soit E un espace vectoriel euclidien muni d’un produit scalaire (,) et f et g deux formes linéaires
non nulles sur £. Montrer que f — g est une forme linéaire sur E. Existe-t-il une relation entre le
noyau de f — g et ceux de f et de g7

(**) Soit E = IR? et (i,7) sa base canonique. Déterminer une base duale de (,7). Montrer que
(i — 4,7+ j) est aussi une base de E et déterminer sa base duale associée.

(**) Soit E = IR® et (i, ], k) sa base canonique. Déterminer une base duale de (i,i + j,i + j + k)
apres avoir montré c’était une base de FE.

(*¥**) Soit E = RR,[X]. Soit ¢ € E* telle que V P € R,_1[X], ¢((X —a)P) = 0. Mon-
trer qu'il existe A € IR tel que: V P € E, ¢(P) = AP(a). Soit maintenant ip € E* telle que:
V P e R,_2[X], ¥((X —a)?P) = 0. Montrer qu’il existe \,u € IR tels que: V P € E, (P) =
AP(a) + pP'(a).

(*¥**) Soit E I’ensemble des suites numériques (uy, )newn. Montrer que F' = {(uy,) € E, limy, 00 2" [tp41—

un| = 0} est un s.e.v. de E. Montrer que dim F' = oo. Montrer que 'application (u,) € F —
lim,,_, o U, existe et est une forme linéaire de F'.

(**) Soit E = IR". Pour z = (21, -+ ,2,) € E, on pose fi(z) = z1 et fi(z) = x; — x;_1 pour
i=2,---,n. Montrer que la famille (f;)i1<i<n est une famille de formes linéaires sur E. (fi)i<i<n
est-elle une base de 'espace dual E*? Dans le case ou c’est bien une base duale de E*, exprimer
toute forme linéaire f € E* dans cette base. En particulier, quelles sont les coordonnées dans cette
base de f(z) =x1 + -+ z,7

(*) Soit E = IR™ muni du produit scalaire euclidien classique < -,- >. Soit f 'application telle que
flx1,...,2,) = 1 — x,,. Montrer qu’il existe un unique z¢ € E tel que f(z) =< z,x9 > pour tout
r € E. Que vaut zg?

(**) Soit F = IR,,[X]. Montrer qu’il existe un unique Py € E tel que, pour tout P € IR,,[X] on ait
P(0) + P'(0) = fol t Py(t)P(t)dt. Calculer Py dans le cas ou n = 1.

(**) Soit E = IR?[X], soit (bo,by,bs) € R®. Pour tout i = 0,1,2, on note u; : P € E — Z;:o Pb;.
Montrer que la famille (ug,u1,us) est une base de E* si et seulement si les b; sont tous distincts.

(***) Soit E = CY([0,1]). L’application u : f € E + f(1) — f(0) est-elle une forme linéaire sur
E? Sur FE on associe le produit scalaire < f,g >:= fol f(®)g(t)dt. Peut-on trouver gy € E telle que
u(f) =< f,g0 > pour tout f € E? Si on considére maintenant le s.e.v. F, = R"[X] de F et le
méme produit scalaire avec g € F,,, est-ce possible cette fois?
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Feuille n° 4:

Application linéaire adjointe et réduction des matrices symétriques et

(1)

(10)

orthogonales

(*) On considere I'espace vectoriel R muni du produit scalaire canonique, et F = {(z1, 29, 13) €
IRS, T1 — 2Ty + T3 = 0}.
(a) Préciser une base orthonormale de F'.
(b) Déterminer F-, 'orthogonal de F. Préciser une base orthonormale de F*.
(c) Donner 'expression de pp, la projection orthogonale sur F. Préciser les images par pr des
vecteurs de la base définie précédemment. Déterminer ’application adjointe de pp.
(d) Pour z € R® donné, calculer d(z; F).

(**) Soit E = IRq[X] et soit u € L(E) tel que u(P) = Q, avec Q(z) = 2P(z) — zP'(x) pour tout
P € E et tout € IR. Déterminer u* pour le produit scalaire < P, Q >= fol P(t)Q(t)dt puis pour le
produit scalaire < P,Q >= P(0)Q(0) + P'(0)Q'(0) + P"(0)Q"(0).

(*) Soit u,v € L(F) des endomorphismes symétriques d’un espace euclidien £ muni d’un produit
scalaire < -,- >. Montrer que ugv est symétrique si et seulement si ugv = vyu.

(**) Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension n muni d’un produit scalaire < -,- >. On
suppose que F' est un sous-espace vectoriel de F de dimension 1 < p < n — 1. Soit pr la projection
orthogonale sur F'.
(a) Rappeler la définition de pp.
(b) Soit sp 'endomorphisme de E tel que sp(z) = 2pp(x) —x. Montrer que s est une isométrie et
déterminer son application réciproque.
(¢) En déduire que pr est un endomorphisme symétrique.

(**) Soit u,v € L(E) des isométries d’un espace euclidien E muni d’un produit scalaire < -, >.
Montrer que ugv est une isométrie. Déterminer ’application réciproque de u,v.

(*¥**) Soit f un endomorphisme symétrique d’un espace euclidien E de dimension n tel que pour
tout x € E, <z, f(x) >= 0. Montrer que f = 0. Soit (f1,---, fp) des endomorphismes symétriques
de E (p < n) tels que rg(f1) + - +rg(fp) =net <z, fi(z) >+ + < z, fplzx) >=< z,z >.
Montrer que fi + -+ fp, = Idg, puis que E = Im(f1) & --- & Im(f,). Montrer que pour tout i, f;
est la projection orthogonale sur Im(f;).

(***) Soit E un espace vectoriel euclidien. Un endomorphisme u € L(F) est dit normal si u et son
adjoint u* commutent (c’est-a-dire upu* = uHu).
(a) Soit u normal. Montrer que si F est un sous-espace propre de u alors F'* est stable par u. En
déduire que u est diagonalisable dans une base orthonormale. La réciproque est-elle vraie ?
(b) Soit u € L(E). Montrer I’équivalence entre les propriétés suivantes:
(i) w est normal.

(ii) Vo € B, [u(x)|| = [lu* ()]

(iii) Tout sous-espace vectoriel stable par u est stable par u*.

(iv) Si un sous-espace vectoriel F' est stable par u alors F'* est stable par u.

(**) Soit f un endomorphisme d'un espace euclidien E tel que pour tout z € E, || f(z)|| < 1. On
1
pose u = Id — f. Montrer que E = ker(f — Id) © Im(f — Id), puis que (Imu)* = ker u = ker(u*).

(**%*) Soit f un endomorphisme d'un espace euclidien E tel que f? = Id. Montrer que les conditions
suivantes sont équivalentes

(a) f est une symétrie orthogonale.

(b) f est symétrique (f* = f c’est & dire pour tout x,y € E, (f(z),y) = (z, f(v))).

(¢) f est une transformation orthogonale i.e. préserve le produit scalaire: (f(z), f(y)) = (z,y).

(**) Soit E un espace euclidien et v : E +— E telle que pour tout x € E, ||u(x)| = ||z||. Montrer que
pour tout z,y € E, (u(x),u(y)) = (x,y). En déduire que u est une application linéaire orthogonale.
Soit f: E — E telle que pour tout z,y € E, || f(z) — f(y)|| = ||z — y||. Montrer que f =towu out
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est une translation et u est orthogonale.

L 0 -1 0 13 —4 2
(*) Soit les matrices M; = < 9 9 ), My=1 -1 0 -1 JetMs=| —4 13 -2
0 -1 0 2 =2 10

Pour chacune de ces matrices,
(a) Déterminer les valeurs propres et des vecteurs propres orthonormaux associés.
(b) Calculer la puissance n-éme de la matrice.

(**) Soit A et B des matrices symétriques de taille n > 2. La matrice A B est-elle une matrice
symétrique? Méme question en remplacant “symétrique” par orthogonale, puis examiner le cas par-

ticulier ou B = A.

(**) Soit A une matrice symétrique de taille n telle qu'il existe k > 2 vérifiant A* = A. Montrer
que A% = A.

(**) Soit A = (a;,j)1<i,j<n une matrice symétrique réelle de taille n et de valeurs propres A, - - , A,.
Montrer que Y7 | 7% af ;= 1 AL

(**) Résoudre I’équation M? + M — 21, = 0 pour M une matrice carrée symétrique de taille 2.

(***) Soit A une matrice carrée de taille n. Montrer que A est symétrique définie positive si et
seulement s’il existe B une matrice orthogonale de taille n telle que A = tBB.

(***) Pour a un réel, soit la matrice:

0 a 0 0 0
a 0 a 0 0
0 a 0 a 0

0O -~ 0 a 0
Diagonaliser M dans une base orthonormale. Calculer M™.

(*¥**) Soit X = *(x1,...,x,) un vecteur non nul de IR™, ot n € IN* et soit la matrice M = X*X.

(a) Déterminer le rang de la matrice M (on pourra chercher le noyau de 'endomorphisme de IR"
représenté par M).

(b) En déduire les valeurs propres de M et les sous-espaces propres associés.

(¢) Calculer M™.
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Feuille n° 5 :

Formes bilinéaires symétriques et formes quadratiques

(*) Soit (E,< .,. >) un espace préhilbertien et o € IR. Montrer que I'application ¢(z,y) = a <
x,y > est une forme bilinéaire symétrique sur E. A quelles conditions sur « la forme quadratique
associée a 1 est-elle définie? Positive?

(**) Soit E = IR?. Déterminer la forme de toutes les formes bilinéaires symétriques sur E.
Déterminer ’ensemble Q des formes quadratiques de E. Montrer que ) est un espace vectoriel.
Soit le sous-ensemble de () constitué par les formes quadratiques définies positives. Est-ce un sous-
espace vectoriel de Q)7

(*) Soit (E, < .,. >) un espace préhilbertien et © un endomorphisme sur E. Montrer que I’application
Y(z,y) =< z,uly) > + < y,u(x) > pour tout x,y € F est une forme bilinéaire symétrique sur F.
Déterminer la forme quadratique associée a .

(**) Soit @ une forme quadratique définie positive sur IR". Si on note || || la norme euclidienne usuelle
sur IR™, montrer qu’il existe u un autmorphisme de IR™ tel que pour tout z € R", ®(z) = |Ju(z)|*.

(*) Soit ® : R® — IR définie par ®(z) = 27 — 125 + 23 + 223 pour = = (1, x2, x3) € R®.

(a) Montrer que ® est une forme quadratique. Donner la matrice représentative de ¢ la forme
bilinéaire symétrique associée & ® dans (e, e2, e3) base canonique de IR3. ¢ est-elle dégénérée?

(b) Déterminer une base orthonormale pour ¢.

(c) Déterminer la signature de ®.

(d) Déterminer ker(¢) et I’ensemble des vecteurs isotropes de ®.

(**) Soit ¢ : M3(IR) — IR V'application définie par ¢(M) = det(M).

(a) Montrer que ® est une forme quadratique sur My (IR).

(b) Donner la matrice représentative de ¢, forme bilinéaire associée & ®, dans la base canonique de
My (IR).

(¢) Appliquer le procédé d’orthogonalisation de Gauss & ® et en déduire une base orthonormale
pour ®.

(*) On considere sur IR? la forme quadratique q(x) = 227 + 23 — 22 + 22129 + 2023 + 22377.
(a) Montrer que g n’est pas définie positive.
(b) Déterminer I'ensemble des vecteurs isotropes de g.

(**) Soit @ : R2[X] — R définie par ®(P) = Discriminant de P.

(a) Montrer que ® est une forme quadratique sur IRo[X].

(b) Donner la matrice représentative de ¢, forme bilinéaire associée & @, dans la base canonique de
R, [X].

(¢) Appliquer le procédé d’orthogonalisation de Gauss & ® et une une base orthonormale de ¢.

(d) Déterminer ker(¢) et 'ensemble des vecteurs isotropes de ®.

(**) Soit E I'ensemble des fonctions de classe C! sur [0,1] et soit ®: f € E — fol t f2(t)dt. Montrer
que ® est une forme quadratique sur E. Est-elle définie positive? Déterminer la forme bilinéaire
symétrique ¢ associée a ®. Est-ce un produit scalaire? La famille des (cos(nz), sin(nx)),en est-elle
¢-orthogonale?

(***) Soit E = IR? et les deux formes quadratiques @1 (x,y) = 222 — 22y +2y?, Bo(z,y) = —22+2zy
pour tout (z,y) € E. Déterminer les signatures de ®; et ®5. Trouver une base orthonormale pour
®,. Décomposer &5 dans cette base. Expliquer pourquoi il est possible de trouver une méme base
orthonormale pour ®; et @5, et la déterminer.

(**) Apres avoir fait un changement de repére approprié, déterminer et tracer ’'ensemble des solu-
tions dans IR? de 'équation —z2 + 2y% + 4ay = 0.

(*) Déterminer si les formes quadratiques suivantes sont positives:
o g(z,y) = (1 4+ N)a? — pzy + (1 — N)y?, out X et u sont des réels.
o q(z,y,2) = 2% + y? + 2z(zcosa + ysina) ol a € IR.
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o q(z,y,2,t) = 22 + 3y? — 12 + 2wy + 2at.

(13) (**) Soit A = (a;,;) une matrice carrée de taille n & coefficients strictement positifs. Déterminer la

signature de la forme quadratique sur R™ définie par : g(x1,...,x,) = Z a; ;(x; + asj)Q.
1,J

(14) (**) Soit A une matrice réelle de taille (n,p).
(a) Montrer que 'AA est la matrice d’une forme quadratique positive sur IRP.
(b) Déterminer sa signature en fonction de rg A.

(15) (**) Décomposer en carrés la forme quadratique définie sur IR" par :

q(x1,.. . ) = Z Tix; = %fo—k%(Zmz)z
i>1

1<i<j<n i>1

(On commencera par montrer 1’égalité ci-dessus et on posera y; = x; + (41 + -+ 25) /(i + 1)).

(16) (**) Soit ¢ une forme quadratique sur un espace vectoriel E' de dimension finie et fi,..., f, € E*,
ai,...,ap, € R tels que ¢ = ay 7 +~~—+—apf§. Montrer que rg (fi,..., fp) > rg(q).

(17) (***) Soit f une forme bilinéaire symétrique sur E et ¢ la forme quadratique associée. On pose
pour z € E: ¢(z) = q(a)q(z) - f*(a,@).
(a) Montrer que ¢ est une forme quadratique sur E.
(b) Si E est de dimension finie comparer les rangs de ¢ et g.
(c) Dans le cas général, déterminer le noyau de la forme polaire de ¢ en fonction de celui de f et de a.



