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TP de Méthodes Numériques n’ 5 :
Solutions approchées de 'équation f(z) =0

Dans ce TP, on met en place deux méthodes permettant de résoudre numériquement ’équation f(z) = 0.

Un probléme de résolution d’équation
Dans la suite nous commencons par considérer ’exemple de fonction f définie par:
fi(z) =sin(2z) — z

Etudier théoriquement les solutions de I’équation f(z) = 0 dans ce cas ot f = f; (utiliser par exemple un tableau de
variations...). En déduire que l’équation fi(x) = 0 posséde 2 solutions positives ou nulles, une que 'on peut donner
théoriquement et notée x(, 'autre notée x; a priori inconnue. Vérifier en tragant le graphe de f sur [0, 1]. Déterminer
une valeur approchée & 0.1 prés de x;. Nous allons commencer par donner une approximation aussi fine que désirée de
1 suivant le méme principe que celui que vous avez utilisé pour donner cette premiére valeur approchée.

Méthode d’approximation par dichotomie
On suppose que f : R — R est une fonction continue sur un voisinage de x; (ce qui est le cas pour f = f;), unique

solution de 'équation f(z) = 0 dans ce voisinage. On suppose qu’il existe [ag, bo] dans ce voisinage tel que z1 € [ag, bo]
et f(ao)f(by) < 0. On définit alors les suites (a,,) et (by) telles que:

p41 = 1 (an + bn) bn+1 = bn si f(an)f(1 (an + bn)) >0

2 2
1 1
bn—i—l = 5 (an + bn) Gp+1 = An si f(bn)f(i (an + bn)) > 0

En gros on se rapproche de plus en plus de x; en découpant en 2 chaque intervalle précédent. Ainsi & ’étape n, la taille
de l'intervalle est b, — a,, = 27™(b — a), ce qui mesure aussi la qualité de ’approximation de x;.

Programmer cette méthode pour la fonction f; considérée plus haut et sur un intervalle [ag,bg] contenant z; et ne
contenant pas xo. En combien d’étapes avez vous obtenu une approximation & 10719 prés en partant de la valeur
approchée 4 107! obtenue plus haut?

Un résultat vu en cours nous apprend qu’avec cette méthode la qualité de l'approximation est donnée par
by — an = 27"(bg — ag), donc si by — ag = 1, pour une approximation & 10~? preés, il faut p In(10)/In(2) étapes.

Vérifier numériquement ce résultat pour fi.

Méthode de la sécante

On se place dans le cadre précédent, c’est-a-dire que 1’on suppose qu'il existe ug < uy tel que 1 €Jug, u1[ soit I'unique
solution de f(x) = 0 dans Jug, u1[ (donc f(ug)f(u1) < 0). On va alors définir uy de la maniére suivante: us est le point
d’intersection entre la droite joignant (ug, f(ug)) et (u1, f(u1)) et axe des abscisses (faire un dessin!). D’ou le nom de
méthode de la sécante... Montrer qu’alors us = u; — f(uq) %

On peut généraliser cette démarche et ainsi définir la suite (u,),, telle que

Up — Un—1

fun) = f(Un—1)

Upt1 = Up — fun) pour n > 1.



Programmer cette méthode d’approximation et appliquer la & la fonction f; et 'obtention d’une valeur approchée de
z1. En combien d’étapes avez vous obtenu une approximation & 107!° prés en partant de la valeur approchée & 107!
obtenue plus haut? Notons que cette méthode ne nécessite pas de condition de dérivation sur f. Cependant, on peut
mesurer la qualité de 'approximation en rajoutant des hypothéses de dérivation d’ordre 2.

Un résultat vu en cours nous apprend qu’avec cette méthode, si f est de classe C2 sur [ug,u1], la qualité de
Papproximation est donnée par |u, — 21| < & exp(—K ¢") lorsque K = In(C(|ug — z1])/¢ — In(C(|uy — z1]) > 0,
avec ¢ = (V54 1)/2 (le nombre d’or), C = % Ma/my ott my = infe(uy uy | f/(2)] et Mo = SUPg e ug,ur] | (2)]-

Pour une approximation & 1077 prés, il faut In (M)/ln(@ étapes.

Vérifier numériquement ce résultat pour fi.

Méthode de Newton-Raphson

Si maintenant on suppose que f : R — R est une fonction de classe C' sur un voisinage I de z1, unique solution de
Péquation f(x1) = 0 dans ce voisinage, on voit avec la méthode de la sécante que pour n suffisamment grand, u,, se

rapproche de 7 et donc % ~ 1/f"(uy). Aussi peut-on définir la suite (v,) telle que:
f(vn)

U"H:v”_f’(v) pour n € N.
n

Programmer cette méthode d’approximation et appliquer la a la fonction f; et ’obtention d’une valeur approchée de
z1. En combien d’étapes avez vous obtenu une approximation & 107!0 prés en partant de la valeur approchée a 107!
obtenue plus haut?

Un résultat vu en cours nous apprend qu’avec cette méthode, si f est de classe C2 sur I contenant vy et x1, la
" . . , 2n . .
qualité de 'approximation est donnée par |v, — z1| < (C lvg — x1|) /C' si vg est suffisamment proche de x; (si

Clvg — z1| < 1) avec C = 322 ot my = infuer|f'(x)] et My = sup,¢; |f”(z)|. Pour une approximation a 1077
prés, il faut In (%)/ln@) étapes.

Vérifier numériquement ce résultat pour fi.

Exercices

1. Reprendre les 3 méthodes proposées pour déterminer une valeur approchée a 10719 prés de v/2, puis de 10%/5.

2. On peut encore accélérer la convergence de la méthode de Newton-Raphson en utilisant une approximation poly-
nomiale de f plutét qu’une approximation linéaire de f. On considérera alors

f(wn) _ f2(wn) [ (wn)
f'(wn) 4f"(wn)?

Wpt] = Wy — pour n € N,

Programmer et utiliser cette nouvelle suite pour estimer z; puis v/2. Conclusion quant a la rapidité de cette
nouvelle méthode?



