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Correction de certains exercices de la feuille n° 5:

Séries entieres

(*-**) Déterminer le rayon de convergence des séries entieres suivantes :

1. >, (2"—71'),96” 2. Y, Inna™ 3. >, ‘éffln
(1+n)ln”z3" n.n (=" n
4. Zn T na2n 5. Zn(2 + n) z 6. Zn Tx3%-x(2n—1)~

7.5, aV"e" a>08. % 2" 9.3 nt/nen

An41
an

Proof. 1.3°, 2n>,x

— n+
—‘m‘%OdoncR 00.

2.3, Inna™ "—“ hir(lnizl)’*ldonc}?.*l
/. 2(n+1) 2 P N
3. Zn 2n+1 , a"“ ‘ 27}f1+1 32:21" ~ )%‘ on veut inférieur & 1, donc R = v/2.
Nn_3n

Z-|, on veut

1
1+
43, 7< O S S

inférieur & 1, donc R = 21/3.
5.5 (2+n)"2", |an|V/™ = |2+ n| = oo, donc R = 0.

(=" n _ 2(n+2)
6. Zn TX3xx(2n—-1) % " = ‘_

en remarquant que (1 + n)ln" = elnn(n+1) o n®n on on déduit que )‘ZLLA

(@n+2)(2n+1)
7.3, av"2", a > 0, \an|1/” =a'/V" 5 1,donc R=1.
8.3, 2™, pour |z| < 1, on remarque que |z|"! < |2|™ et donc la série est convergente. Pour |z| > 1, le terme
général de la série ne tend pas vers 0 et la série est donc grossierement divergente. On en déduit que le rayon de
convergence de la série entiere est 1.

a
9.3, nt/m2n an|M/™ = enzlPn 1, donc R = 1.

‘—>O,doncR:oo.

O
(**) Calculer le rayon de convergence de la série entiere ) a,2" lorsque a, est donné par:
_9)n .
1. an:(TQ' 2. a, =1n (14 sinn)
— __nl — nm
3'””*2%\/@ 4. a, tan(7)
Proof. Lan = =27, %) — 2, donc R = 1/2.
2.an, =In (1 +sinn), R <1 car an ne tend pas vers 0. Montrer que R > 1 est trop difficile...
3.a, = n! An41 n+1 ~ n+1 ~ L
AT e Jemt | an 4./(2n+2)(2n+1) 8n 8
4.an = tan( 2 ) an ne prend que 7 valeurs distinctes, tan(%) pour k=0,---,6. Soit M tel que ‘tan(’%”)‘ <M,
alors,
lanz"| < M|z"|
donc le rayon de convergence de la série entiére est supérieur ou égal & 1. D’autre part, |z| > 1, on a |arp4+12"| =
tan(w/7)|z|™ qui ne tend pas vers 0, et donc la série ne converge pas. On en déduit que R = 1.
O

(**) Répondez aux questions suivantes:

(a) Donner un exemple de série entiere de rayon de convergence 2.

(b) Est-il possible de trouver des suites (a,) et (by) telles que a,, = o(b,) et pourtant ) a,z™ et
>, bnz™ ont le méme rayon de convergence?

(c) Quel est le lien entre le rayon de convergence des séries entieres >, o anz" et 3, - o(—1)"a,z"?

n
Proof. (a) ¥, %
(b) Sian = ﬁ et by, = 1, les deux séries ont méme rayon de convergence (égale & 1), avec an = o(bn).
¢) On a |anz™| = |[(—1)anz™|, 2 < 0, et donc, par définition du rayon de convergence, les deux séries ont méme
Y g

rayon de convergence.
O

(*) Pour les séries entieres suivantes, donner le rayon de convergence et exprimer leur somme en
termes de fonctions usuelles:

- e
Lo Yoz smi® 20 Luzo (nn!)xn 3. Yso(=Dma?th

—2
Proof. 1.3, 5 352", R=1
2
2. ano m:,l) ", R = oo
3.3, 5ozt R=1
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O

(5) (**) Soit >, a,x™ une série entiere de rayon de convergence p > 0. Montrer que ) “=z™ a pour

rayon de convergence +00.
P7"00f. Soit 7 un nombre réel tel que 0 < r < p, pour tout entier naturel n et pour tout réel positif v/, on &,

L)

an

" (P = anr
Or pout tout réel z,

n

xX
— =0
n!
De plus, la suite (an7™),>0 est bornée donc la suite (%(T’)")n>0 est bornée pour tout réel r’. Donc le rayon de
convergence de la série entiere est oco. B O
(6) (**) Soit R le rayon de convergence de Z anz™. Comparer R avec les rayons de convergence des
séries suivantes: a,eV™2";  a,2%;  apz"

Proof. (a) |an|eV™2™ < |ay|, donc R’ > R. Soit = > 0 tel que (a,z™) soit bornée, alors pour tout p € [0, z],
7
ane\/ﬁpn _ anxne\/ﬁ% _ anxnenh’l (p/z)+/7m
i
et comme 10 (p/2)+v7 tond vers 0 lorsque n tend vers oo, la suite (aneﬁz") est bornée, donc R > R’ et donc

R=R.
(b) (anz2™) est bornée si et seulement si (an(z2)™) est bornée, donc R’ = v/R.

O
44
(10) (**) Montrer que la fonction ¢ — =% " est intégrable sur ]0,+oo[. Soit f la somme de la série
n+1l,_4n—1
entiere f(x) = EJFOO (&T dont on précisera le rayon de convergence. Montrer que f admet

une limite en +oo.

4 4
PTOOf, En 0, fg ~ :—2 = t2 donc prolongeable par continuité. En oo, ~ %2, qui converge par Riemann, donc
L B _pyntlgin (—pyntin 1|
intégrable sur ]0,c0[. f(z) => o7, ey - eyl 32 anz", sntl) = ? — 0, donc R = oo

donc la série converge pour tout  de R. En appliquant le théoréme d’intégration,
(=1)rttgn (1 / An—2 / (1) 4n—2
T t*"TAdt = t nTAde
f( ) ij ’I’L' 4n — 1 Z 0

1 °° t4n x 7t4_1
/ 3 ) dt:/ ST
n! 0 t2
Ooeft4—1

la fonction étant intégrable sur ]0, oo, alors limg— oo f(z) = [; 7 < 00.

O

(11) (**) Développer en série entiere au voisinage de 0 les fonctions suivantes. On précisera le rayon de

(12

convergence de la série entiere obtenue.

1
1. In(1+4 2x) 2. ——aveca#0
CL—:DZ'
e
3.In(1+2? 4.
n(l+z°) -
5. 1In(1+ 2 —22?%) 6. (4 +22)73/?

Proof. 1. ln(1+2$):2n 1( 1rH12ign R=1/2
1 z2\"
aveca;éO— (—) , Vva
*:)32 1 a
3. ln(l—i—z) (=)~ ” ,R=
4. =“— (produit de Canchy) = (z2h) (zem = i (Choa i)+ =
5.In (142 —222 )zln(lf:):)+l (1+21)=72n L 5 2l v (—nmt @ yheo (CI M L P )

n

1+Z —3/2)( 3/271)---(73/277171)9En

n!

6. (4+£E2)_3/2 3/2(1+ ) 3/2 _

) (¥*) Soit f l'application définie sur | — 1, 1] par f(t) = cos(aarcsint), a € R.
(a) Former une équation différentielle linéaire du second ordre vérifiée par f.
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(b) Chercher les solutions de ’équation différentielle obtenue qui sont développables en série entiere
et vérifient y(0) = 1 et 3/(0) = 0.

(¢) En déduire que f est développable en série entiére sur | — 1, 1], et donner son développement.
Proof. (a) On dérive deux fois f pour obtenir: f(t) = cos(carcsint), f/'(t) = ﬁsin(aarcsint), ') =

2
—a .

T cos(aarcsint) \/W sin(aarcsin t).

Pour éliminer les termes en cos(a arcsint), on combine f et f” puis on ajoute les termes en f’ pour éliminer les
termes en sin(aarcsint). Au final, on trouve que f est solution de 1’équation différentielle suivante:

(1-8)y" —ty +a’y=0
(b) On suppose qu’il existe une solution développable en série entiere y(t) = >, < ant™ sur | — R, R[ vérifiant
y(0) =1 et ¢/ (0) = 0, on en déduit que par le théoréme de dérivation d’une série entiere que y'(t) = >, < o(n+
Dant1t™ et 3" (6)=3_,,50(n + 1)(n + 2)an42t™ et donc (1 — )y —ty' + oy = Pnsol(n+ 1)(n+ 2)any2 +

(—n(n — 1) — n + a?)a,)t" = 0, Vt €] — R, R[. Par unicité du développement en serie entiére, on obtient:
(n+1)(n+2)ant2 = (n? —a?)ay. Puisque ap = 0 (car y(0) = 1) et a1 = 3’(0) = 0, on en déduit par induction
que azp+1 = 0 pour tout p et que azp = (22;, S(E—p+)(5-p+2)..(5+p—1).

Réciproquement, la série entiere ) <, azpx 2P 3 un rayon de convergence égale & 1 par d’Alembert. Donc
y(t) = 3,50 a2p?P est solution de I’équation différentielle avec les condition initiales voulues.

(c) L’équations différentielle (1 — t2)y” — ty’ + a?y = 0 est une équation différentielle linéaire du second ordre, et
1—1t2 # 0 sur | —1,1[. 1l existe donc une unique solution & cette équation définie sur | — 1, 1] et vérifiant y(0) = 1
et y'(0) = 0. f est la série entiére trouvée a la question précédente convienne. On en déduit que qu’elles sont
égales. Autrement dit, f est développable en série entiere, et

_ (4P o, «
)= 3 G 3G P DG Tp DG+ e

O

(14) (**) En utilisant un développement en série entiére, montrer que les fonctions suivantes sont de
classe C*° :
(a) f(z) =sin(z)/z stz # 0, f(0) = 0.
(b) g(x) = ch(y/x) si z > 0 et g(z) = cos(v/—x) si z < 0.
(¢) h(z) = === — L si 2 €] — 7, 0[U]0, [, h(0) = 0.

sinx x

Proof. (a) Pour x # 0, on a,

2n
fm:ZPWQ+)
n<0
Cette égalité est encore vraie en 0, puisque les deux membres sont alors égaux a 0. Ainsi, f coincide sur R avec
une série entiére de rayon de convergence co. f est donc de classe C*°.
(b) Pour z <0, on a,

e z"
Z 2n)' N zS:O (2n)!

Pour z > 0, 0n a

n

n(V=n)*" 1)ma™ x
o@) =Y T s S =2 Gy

n<0 n<0

n
Ainsi, g coincide sur R avec la série entitre 3, - 5. IR elle est donc de classe C*°.
(c) Pour z #0 on a,
T —sinx
h(z) = ———
rsinx
On développe en série entiérele numérateur et le dénominateur,

2p—1

$2§35110—Up+1éﬁiiﬁ
w2zgozo( 1) (2p+1)l

11 est clair que h(0) = 0, donc h est bien une fonction de classe C*

h(z) =

O

(18) (*) On considére 1’équation différentielle 4" + 2y’ + y = 1. On cherche I'unique solution de cette
équation vérifiant y(0) = /(0) = 0.
a) Supposons qu’il existe une série entiere f(x) = anx™ de rayon de convergence strictement
n>0
positif solution de 1’équation. Quelle relation de récurrence doit vérifier la suite (a,)?
b) Calculer explicitement a,, pour chaque n. Quel est le rayon de convergence de la série entiere
( p p q y g
obtenue?
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(c) Exprimer cette série entiere a l’aide de fonctions usuelles.

Proof.
(a) Soit r > 0 le rayon de convergence de f. On a, pour tout z €] —r, 7|,
@ = Y anan

n>0

zf'(xr) = = Z nanz™ ' = Z nanpx™

n>1 n>0

f'(x) = Z n(n —1apz" "2 = Z(n +2)(n+ 1)ap422™

n>2 n>0

On en déduit que, pour tout x €] — r,7[, on a
(@) +zf (@) + f@) = D (n+2)(n+ Danta + (n+ Danz™.
n>0

Or, f"" +xf' + f = 1. Par unicité du développement en série entiére, on obtient

= (1 — ) t = - >1
a a et ant pour n
(b) On sait en outre que ag = y(O) =0et que a1 = y/(O) = 0. On en déduit que tous les termes impairs a2n+1 sont

nuls, puis que, pour les termes pairs

-1 -1 -1 (=1)ntt
agy = — X XX —a="——""T"""—
2n 2n — 2 4 2X4X--X2n
On factorise tous les termes qui sont pairs au dénominateur, et on trouve
( 1)n+1
42n = 2nn!

_ynt1
valable pour n > 1. Réciproquement, posons f(x) = >, <, %aﬂ”. La série entiere qui apparait est de rayon de

convergence égal & 400, la fonction f ainsi définie est donc de classe C et, remontant les calculs, elle est solution de
I’équation différentielle initiale.
(c) De plus, on peut 'identifier & une fonction classique. En effet,

1, —a? 2
f(x):—rgla(72 M=1—-ez.
O

) (**) Déterminer toutes les fonctions développables en série entiére au voisinage de 0 qui sont solution
de léquation différentielle: z?(1 — z)y” — z(1 +z)y’ +y = 0.

PT‘OOf, Supposons que y est du type y(z) = > anz™ de rayon de convergence R > 0, alors,

2(17$)Z (n—Danz™ fx(1+x)2nanx"71+2ana:z:0,xe}fR,R[
n>2 n>1 n>0
Z n(n — 1)apz™ — Z n(n — 1anz™ Z nanx” Z nanz™t + Z anz® =0
n>2 n>2 n>1 n>1 n>0
Z n(n — 1)apa™ — Z(n —1(n—2)an—12" Z nanx” Z(n —Dap—12"™ + Z anz® =0
n>2 n>3 n>1 n>2 n>0

Une série entiere est nulle ssi tous ses coefficients sont nul, le terme z° donne ap = 0, 2! donne 0=0 et z2 donne
2a2 — 2a9 — a1 + a2 = 0, soit a2 = a1. Pour n > 3,

(n(n—1)—n+1an+(—(n—1)(n—2) — (n—1))an—1 =0

donc ay, = anp—1 pour tout n > 3, ainsi,

x)—aZx = ,aER

n>1



