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Exercice 1.

(a) On remarque que dim F' < 2 car F # R? (en effet, (1,—2,1) ¢ F). D’autre part, soient
1 1

e1=—(1,1,1), ea = —(1,0,—-1).

LD = o101

On vérifie que {e1, ez} est une famille orthonormale de vecteurs de F, elle est donc libre et

engendre un sous-espace vectoriel de F' de dimension 2, qui ne peut ainsi qu’étre F' lui-méme.

En conclusion, c’est une base orthonormale de F'.

(b) On sait que dimF+ = 3 — dim F = 1. De plus, par définition de F, le vecteur ez =
3(1,-2,1) € F* et est de norme 1. Ainsi, F* = Vect({e3}) et {e3} est une base orthonormale
de Ft.

(c) Puisque {ej,e2} est une base o.n. de F, 'expression de pp est donnée par :
Vo € RS, pp(z) =<z,e1> e+ <x,e9> eo.
Autrement dit, si x = (x1, x2,x3), on obtient
1
pr(x1, 2, 23) = 8 (51 + 229 — w3, 221 + 222 + 223, —21 + 222 + Dx3)

et sa matrice dans la base canonique, qui est orthonormée pour le produit scalaire canonique,
est

1 5 2 -1
MZE 2 2 2
-1 2 5

Elle est symétrique et par conséquent, pr est auto-adjoint (i.e. pj, = pr, et c’est en fait le cas
pour tout projecteur orthogonal). Enfin, on a e}, e € F et e3 € F, de sorte que

pr(e1) = e1, pr(e2) = ea, pr(e3) =0.

(d) Rappelons que pr + ppr = Idgs. On a donc, pour tout = = (z1, x2, x3) € R3,

1
d(z,F) = ||z = pr()]| = llppe (@)]| = | <z,e3> e3] = | <z, e3> | = Slz1 — 222 + a3].

Exercice 2. E = R;[X] est un espace de dimension 2. Construisons, pour le produit scalaire

1
<P.@>= [ Pa)Qis,
0
une base orthonormée {Qo, @1} de E a partir de la famille libre (car échelonnée en degré)
{Py, P} ot Pi(X) = X', et ce par le procédé de Gram-Schmidt. On pose donc

1 1
0=-—F, et Q1 =
1Pl |Pi— <Py, Q1> Q1

Q (P1— <Py, Q1> Q1) .
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On trouve ainsi Qo(X) = 1 et Q1(X) = 2v/3(X — 3). Cherchons maintenant I'expression de
la matrice de u dans la base {Qo,Q1}. D’apres le cours, la base {Qg, @1} étant orthonormée,
celle-ci s’écrit A = (aij)o<i j<1 avec a;; =< Pj, u(P;)>, d’ou

(i )

0 1

et la matrice de u* dans cette méme base est donnée par

()

Pour conclure, étant donnée P € R;[X], avec

P(X)—aX+b—ax2\/§<X—1> +b+9:LQ1(X)+(b+g)QO(X),

2V3 2 2 28
on obtient
wP)X) = S @)(0) + (b4 5) v (@0)(X),
= S50+ (0+5) (2000 - VEai(x)).
- a<X—;> + <b+g) (5 6X),
= —2(3b+a)X +5b+ 2a.

La méme méthode s’applique pour le produit scalaire
<P,Q>= P(0)Q(0) + P'(0)Q'(0)

en remarquant que la base {Py, P} est déja orthonormée. Tout calculs faits, on trouve pour
P(X)=aX +0b,
uw(P)(X) =u(P)(X) =aX + 2b.

Exercice 3. L’endomorphisme u o v est symétrique si et seulement si (uvov)* =wuow. Or, on a
(uov)* =v*ou™ =vou,
ce qui conclut la preuve.

Exercice 4.

(a) Etant donné x € F, pp est 'unique vecteur de F' tel que
lz = pr(2)|* = inf {2 — y|*, y € F}.
Il en outre totalement caractérisé par les deux conditions suivantes :

{ pr(z) € F

r—pp(z) € Ft.

(b) Calculons ||sg(z)]|?.

||2 =<sp(z),sp(x)> = <2p(x)—x,2pp(x) — x>,

Allpr(@)|? — 4 <z,pr(z)> +|z]?,
= 4 <pp(z) —z,pr(z)> +|z|* = ||lz|*.

57 (2)



L’application linéaire sp est ainsi une isométrie. Montrons que 5;1 = sp. En effet, en utilisant
la propriété pr o pr = pp, on obtient pour tout z € F,
sp(sp(x)) = 2pr(sp(x)) —sp(z) = 2pr(2pr(z) —2) — (2pP(2) — 2),
= dpp(x) —2pp(x) — 2pp(z) + 2 = =,
d’ou le résultat.

1

(c) L’application linéaire étant orthogonale (car c’est une isométrie), on a s~ = s}, et donc

2p*F—Id:s*F:s}1 =sp = 2pr — 1d,
d’ou pr = p}.
Exercice 5. On a, pour tout z € F,

[(wov)(@)]| = l[u(v(@)]] = llv)]| = =[],
puisque u et v sont des isométries, ce qui donne le résultat. On a alors (uov) ™! = (uov)* = v*ou*.

Exercice 6. Soit F un espace euclidien de dimension n.

e Soit f € L(F) symétrique. On suppose que, pour tout x € E, <z, f(x) >= 0. Soient x et y
deux éléments quelconques de E. Alors,

O=<z+y flr+y)> = <z, f@)>+ <z fly)>+ <y, f2)> + <y, f(y) >,
= 2<z,f(y)>,
puisque f = f*. En choisissant maintenant = f(y), on obtient que, pour tout y € E, ||f(y)| =
0, d’ou f(y) = 0 et le résultat.

e Soient (f;)<i<p une famille d’endomorphismes de E vérifiant :

p

> rg(f)=n

i=1

p
Vo€ E, Y <z, filz)>=<z,3>= |z|*.
=1

P P

Pour montrer que Z fi = Id, il suffit de remarquer que f = (Z fi—1 d) vérifie les hypotheses
i=1 i=1

du point précédent. Ainsi, tout vecteur x de E s’écrit

=Y fi(x)
=1

d'ou E = Im(f1) +--- + Im(fp). Or, une somme de sous-espaces vectoriels est directe si et
seulement si la dimension de la somme est égale a la somme des dimensions, ce qui est le cas ici
par hypothese puisque

p

> dim(Im(fi)) =Y _rg(fi) =n = dim(E) = dim (Im(f1) + - - + Im(f,)) .

i=1 i=1

e La décomposition précédente revient a dire que, pour tout 1 < i < p, f; est la projection sur
Im(f;), parallelement & €, Im(f;), et donc que ce dernier est exactement Ker(f;). Or, pour
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un endomorphisme symétrique, le noyau et I'image sont toujours orthogonaux, de sorte que f;
est un projecteur orthogonal.

Exercice 8. On se donne F espace euclidien et f € L(FE) vérifiant ||f(x)| < ||x] (erreur
d’énoncé), pour tout z € E. On pose alors u = f — Id. On veut montrer que Ker(u) et Im(u)
sont en somme directe orthogonale et que cette somme est égale a E. Notons dans un premier
temps qu’il suffit pour cela de montrer qu’il sont orthogonaux. En effet, si c’est le cas, on aura
Ker(u) N Im(u) = {0}, d’ou

dim(Ker(u) ® Im(u)) = dim(Ker(u)) + dim(Im(u)) = dim(F),

1
avec le théoreme du rang et finalement E = Ker(u) @ Im(u). D’autre part, 'hypotheése sur f
gécrit ||u(z) + z|| < ||z||, pour tout x € E, c’est-a-dire, en élevant au carré et en développant,

Ve € B, |lu(2)]® +2 <u(z),z> < 0. (1)

e Montrons que Ker(u) L I'm(u), autrement dit que
Ve,y € E, u(z) =0 =<z,u(y) >=0.

Pour cela, on applique (1) au vecteur x + Ay, avec x,y € E, u(x) =0 et A € R quelconque. En
développant et en utilisant I'hypothese u(x) = 0, il vient

N (@) +2 <uly),y>) +2X <u(y),£>< 0, YA ER,
ce qui implique < u(y),z >= 0 (en divisant par A\? et en faisant tendre A vers 4oo suivant le
signe de <u(y),z>).
e On vient de voir que Ker(u) C (Im(u)*. Or, on a la décomposition générale E = I'm(u) ®
(Im(u))* de sorte que que

dim([m(u))J‘ =n —dim(Im(u)) = dim(Ker(u)),

d’ott Ker(u) = Im(u)*.

e Montrons que, pour un endomorphisme u quelconque de E, Ker(u*) = I'm(u)*. En effet,

uw(z) =0 <= VyekE, <u(z),y>=0
— Yy cFE, <z,u(y)>=0<+<=zc Im(u)’.

On a donc bien montré que Ker(u*) = Ker(u) = Im(u)™*.

Exercice 9. Soit f € L(E) tel que f? = Id.

(a)=(b) : si f symétrie orthogonale alors f s’écrit 2pr — Id ot F' est un sous-espace vectoriel
de E. Une projection orthogonale étant un endomorphisme symétrique (cf. Exercice 4), il en va
de méme pour f (linéarité de Papplication u — u™*).

(b)=(c) : Supposons maintenant f symétrique et montrons que f est orthogonale. Soient x et
y dans FE, alors

<f(x), fly) >=<z, f2(y) >=<z,y>,
et le résultat.

(c)==(a) : En prenant z = g, on voit que f est une isométrie et donc que f* = f~! = f puisque
f? = Id. Ainsi, f est un endomorphisme symétrique. Les deux propriétés suivantes sont alors
immédiates :



(i) f = Id sur Im(f)
(ii) Ker(f) L Im(f) et donc Ker(f) = Im(f)* (théoreme du rang),
ce qui veut exactement dire que f est la projection orthogonale sur I'm(f).

1 -2
w=(% )

Pour une matrice 2 x 2, le polynéme caractéristique s’écrit

Exercice 11.

1. On pose

P(X)=X%2—Tr(M)X +det(M;) = X>+ X —6= (X —3)(X +2),

et ainsi, les valeurs propres de M; sont 3 et —2. Elles sont simples et donc les sous-espaces
propres associés sont, d'une de dimension 1 (v.p. simples) et orthogonaux (matrice symétrique).
Déterminons une base (orthonormée) de vecteurs propres. Soit x = (1, 72) € R?

Mix = —2x < —x1 — 209 = —21x1 <= 1 = 222,
d’ott E_3 = Vect{(2,1)}. On a alors E3 = E+, = Vect{(1,-2)} et A= PD'P, avec
-2 0 1 2 1
p=(v5) r-(i L)

On obtient finalement, pour tout entier n,
172 1 (=2)" 0 2 1 1 2(=2)" + 3" 2((—2)" —3")
n __ ntp _ — —
My =PDb P‘5<1 —2>< 0 3”><1 —2) 5<2(—2)N—3n) (=2)" +4-3"

2. On pose

—~

0 -1 0

Le calcul du polynéme caractéristique de Mo donne P(X) = X?2(2 — X), de sorte que les valeurs
propres de My sont 0,7/2, —v/2 et une base orthonormée associée est donnée par {e1,e2,e3},

avec
1 \/5 1 1 1
€1=3 0 y 2= 3 V2 |,es==| V2
-2 1 1

On a alors My = PD'P, avec

0 0 0 ) V2 1 1
D=0 v2 0 . P=3 0 —V2 V2
0 0 —v2 -2 1 1

On calcule les puissances entieres de My de la méme maniere que précédemment.

Exercice 14. La matrice A étant symétrique, elle est diagonalisable dans une base orthonormée,
c’est-a-dire qu’elle peut s’écrire A = PD'P, o1 D est diagonale et P orthogonale. Remarquons

maintenant que
n

37 a2 = Tr (fA4).

i,j=1



On obtient alors
Tr ("AA) = Tr (PD*'P) = Tr (D*'PP) = Tr(D*) = > _ |\,
=1

en utilisant le fait que Tr(AB) = Tr(BA), quelles que soient les matrices A et B, et que
p-l=1p

Exercice 15. Pour trouver les solutions de I’équation, on diagonalise la matrice M symétrique
dans une base orthonormée en I'écrivant M = PD'P, ou D est diagonale et P orthogonale. On
a alors

M?+M —2I,=0+= P (D*+D-2I,)'P =0+ D*+ D —2I, =0,

puisque P et P sont inversibles et que P'P = I,,. Or, si on pose D = Diag(X\i)i1<i<n, on obtient
D? + DsI, = Dz'ag(/\? + A\i — 2)1<i<n et ainsi tous les ()\;) sont obligatoirement racines du
polynéme P(X) = X2 + X — 2. Les racines de P étant —2 et 1, on obtient finalement que
toute matrice symétrique solution de I’équation doit s’écrire M = PD'P, avec P orthogonale et
D = Diag(\i)i<i<n, ot A; € {—2,1}, pour tout 1 < i < n. On vérifie aisément que toutes ces
matrices sont effectivement solutions.

Remarque : Sin =2, cela revient & choisir D parmi les 3 matrices Diag(—2,1), Diag(—2,—2)
et Diag(1,1), sachant que ces deuzx derniers cas produisent toujours respectivement —21Iy et I,
quel que soit le choix de P.

Exercice 16. Supposons dans un premier temps que A = ‘BB, avec B matrice inversible
(erreur d’énoncé) et vérifions que A est bien symétrique définie positive. D’une part,

‘4 ='('BB) = 'B"B = 'BB = A.
D’autre part, pour tout X € R",
<AX,X >=<'BBX,X >=<BX,BX >= |BX|* = | X|%
On en déduit ainsi que < AX, X >> 0 et que < AX, X >= 0 entraine BX =0, et donc X =0
puisque B est inversible.

Réciproquement, étant donnée une matrice A symétrique définie positive, on sait qu’il existe
une matrice P orthogonale et une matrice D = diag(A) diagonale (A étant le vecteurs formé des
valeurs propres de A), telles que A = PD'P. Remarquons que, puisque A est définie positive,
toutes ses valeurs propres sont strictement positives. En effet, si A est une valeur propres de A
et si X # 0 est un vecteur propre associé a A, alors

0 <<AX, X >=<\X, X >= )| X|]?, d’ot A > 0.
On pose alors ) . .
A= ()\i)lgigm avec V1 <i < n, i =\ > 0,
D = diag(A), de sorte que D? = D, puis B = PD'P. On vérifie alors que :
— B est symétrique, définie positive et donc inversible. En effet,
ty . - .
‘B = (PDtP) = "p'D'P = PD'P = B,

D’autre part, VX € R",

n
<BX,X>=<PD'PX,X >=<D'PX,'PX>=)_ \('PX); >0,
=1

et si <BX,X>=0, alors, 0 ='PX = P71X, dou X =0.



— A = B? = 'BB par un simple calcul en utilisant de nouveau que ‘P = P~

Remarque : La décomposition exposée ici par diagonalisation dans une base orthonormée exige
le calcul des valeurs propres de la matrice A, ce qui est impossible en général, en raison de
limpossibilité de trouver une formule donnant les racines d’un polynome si son degré est au
moins 5 (On peut néanmoins le faire de maniére approchée). Il existe par contre des algorithmes
pour avoir une telle décomposition de maniére exacte (et donc programmables), telles que la
décomposition de Choleski ou ses variantes dans lesquelles la matrice B obtenue est triangulaire
supérieure. Ces décompositions sont utilisées pour produire des algorithmes de résolution exacte
de systemes linéaires.

Exercice 18. Soit X = (zy,...,x,) un vecteur non nul de R” et soit M = X'X. Remarquons
que M = (mij)lgi’jgn, avec mij = a:ia:j.

(a) Soit Y € R™ Alors, MY = X'XY =< X,Y > X, et donc MY = 0 si et seulement si
<X,Y >=0, puisque X # 0. Autrement dit, Ker(M) = X*. C’est un sous-espace vectoriel de
R™ de dimension n — 1 et d’apres le théoreme du rang, on a rg(M) = 1.

(b) D’apres la question précédente, 0 est valeur propre de M, le sous-espace propre associé est
X+, et il est de dimension n — 1. De plus, on a MX = || X||2X et donc || X|?> est une valeur
propre de M et X est un vecteur propre associé a celle-ci. Pour des raisons de dimension, ce
sous-espace propre est obligatoirement Vect{X}, et il n’y a pas d’autre valeur propre.

(c) Soit u ’endomorphisme de R™ dont la matrice dans la base canonique est M. Alors, u =
| X ||*p, ot p est le projecteur orthogonal sur Vect{ X }. On en déduit que, pour tout entier n > 1,

ut = X = (X2 = X Y,

d’ot1, pour tout entier n > 1, M™ = || X||2»~D M.



