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Introduction

• Les maths sont partout!

• La statistique et les probabilités: qu'est-ce et pour quoi faire?

• Nécessité de savoir aussi d'autres maths (algèbre, géométrie, analyse,...)

1 Statistique descriptive

1.1 Introduction

Contenu, buts et raisons d'être de la statistique.
Statistique descriptive et inférentielle.

1.2 Statistique unidimensionnelle

Dé�nition. • Variable (caractère) X.

• Variable quantitative.

• Variable qualitative =⇒ modalités (classes).

Dé�nition. Soit X une variable et une population de n individus.

• Répartition en k classes.

• E�ectifs, fréquences.

• Diagramme à baton, diagramme circulaire (�camembert�).

Dé�nition. Soit X une variable quantitative.

• Mode, amplitude de classe, densité d'e�ectif, densité de fréquence.

• Histogramme.

• Fonction de répartition empirique, polygône des fréquences cumulées.

• Médiane empirique, quantiles empiriques.

• Moyenne empirique, variance empirique, écart-type.

1.3 Statistique bidimensionnelle

• E�ectifs joints, tableau de contingence.

• Nuage de points.

• Covariance empirique, corrélation empirique.

• Droite de régression.

1.4 Statistique multidimensionnelle

• Nuage de points.

• Réduction de dimension.

• Classi�cation et clustering.
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2 Espace de probabilité, événements et indépendance

2.1 Espace de probabilité

Dé�nition. • Expérience aléatoire.

• Évènement élémentaire, ensemble fondamendal (univers).

• Événement et tribu.

Dé�nition. • Intersection, union.

• Évènements incompatibles.

• Évènement contraire.

2.2 Mesure de probabilité d'un événement

Dé�nition. Une probabilité sur (Ω,A) est une application IP : A → [0, 1], qui à un événement
E ∈ A associe le réel IP (E) ∈ [0, 1] et telle que:

• IP (Ω) = 1.

• Pour J un ensemble inclus dans IN, (Ei)i∈J des événements incompatibles de A, IP (
⋃
i∈J

Ei) =
∑
i∈J

IP (Ei).

Propriété. • IP (E) = 1− IP (E) pour E ∈ A.

• IP (∅) = 0.

• si A ⊂ B, 0 ≤ IP (A) ≤ IP (B) ≤ 1.

• IP (E ∪ F ) + IP (E ∩ F ) = IP (E) + IP (F ), pour (E,F ) ∈ A2.

• Pour (Ei)i∈IN une suite d'événements de A, telle que Ei ⊂ Ei+1 pour tout i ∈ IN, alors

IP
(⋃

i∈INEi

)
= limn→∞ IP (Ei).

Dé�nition. • Cardinal d'un ensemble �ni.

• Equiprobabilité (ou probabilité uniforme) sur un ensemble �ni.

• Equiprobabilité (ou probabilité uniforme) sur un ensemble �ni.

Propriété. Si Ω est �ni et si IP est une probabilité uniforme sur (Ω,A), alors pour tout E ∈ A,

IP (E) =
card(E)

card(ω)
.

Remarque : Pour calculer le cardinal d'un ensemble, on peut utiliser les résultats combinatoires
suivants: on considère un ensemble de n éléments et on tire k éléments:

• S'il y a remise, et que l'ordre compte, un tirage est un k-uplet, et le nombre total de k-uplets
est: nk.

• S'il n'y a pas remise, et que l'ordre compte, un tirage est un arrangement, et le nombre total
d'arrangements est: Ak

n = n(n− 1)..(n− k + 1) = n!/(n− k)!.

• S'il n'y a pas remise, et que l'ordre ne compte pas, un tirage est une combinaison, et le nombre
total de combinaisons est: Ck

n = Ak
n/k! = n!/(k!(n− k)!).
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2.3 Probabilité conditionnelle et indépendance

Dé�nition. Soit IP est une probabilité sur (Ω,A) et soit (E,F ) ∈ A2. On appelle probabil-
ité conditionnelle de B sachant A, la probabilité que B soit réalisé sachant que A est réalisé et

IP (B | A) =
IP (A ∩B)

IP (A)
si IP (A) 6= 0.

Remarque : Calculer une probabilité sachant A revient à travailler avec une nouvelle probabilité
sur l'ensemble fondamental A et la tribu qui lui est associée.

Dé�nition. A et B, événements de (Ω,A) sont indépendants pour IP si IP (B | A) = IP (B).

Conséquence : A et B, événements de (Ω,A) sont indépendants pour IP si et seulement si
IP (A ∩B) = IP (A)IP (B).

Remarque : Ne pas confondre indépendance et incompatibilité! De la dernière conséquence,
on montre facilement que l'on peut être incompatible sans être indépendant (puisqu'on a toujours
IP (A∩A) = 0, di�érent de IP (A)IP (A) sauf si l'un des deux est nul) et l'on peut être indépendant
sans être incompatible (penser à deux lancers successifs d'une pièce équilibrée et aux évenèments
A: le premier lancer est Pile et B: le second lancer est Pile: on a A ∩B = {(PP )}).

Dé�nition. Soit Ω un ensemble. On dit que (Ei)i∈J famille de sous-ensembles de Ω forme une
partition de Ω si:

• Les Ei sont incompatibles deux à deux soit Ei ∩ Ej = ∅ pour i 6= j.

• L'ensemble des Ei couvre Ω soit
⋃
i∈J

Ei = Ω.

Proposition. (Formule des probabilités totales) Soit IP est une probabilité sur (Ω,A) et soit
(Ej)j∈J des évenements de A constituant une partition de Ω. Alors pour tout A ∈ A,

IP (A) =
∑
j∈J

IP (A ∩ Ej).

Proposition. (Formule de Bayes) Soit IP est une probabilité sur (Ω,A) et soit (Ej)j∈J des
évenements de A constituant une partition de Ω. Soit A un événement de A). On suppose que l'on
connaît IP (Ej) et IP (A | Ej) pour tout j ∈ J . Alors, pour k ∈ J :

IP (Ek | A) =
IP (A | Ek)IP (Ek)∑
j∈J IP (A | Ej)IP (Ej)

.

Dé�nition. Soit (Ai)i∈I une famille d'événements de (Ω,A). On dit que la famille (Ai)i∈I est une
famille d'événements (mutuellement) indépendants si et seulement si pour tout k ∈ IN, pour tout

j1, · · · , jk ∈ Ik distincts, IP
(
Aj1 ∩ · · · ∩Ajk

)
= IP (Aj1)× · · · × IP (Ajk).

Remarque : Etre mutuellement indépendant est plus fort que d'être indépendant deux à deux.
Prendre à ce sujet l'exemple précédent de deux lancers successifs d'une pièce équilibrée et considérer
les évenèments A: le premier lancer est Pile et B: le second lancer est Pile et C: les deux lancers
donnent la même chose. On aura bien A et B indépendants, A et C également, de même que B et
C, et pourtant A, B et C ne sont pas mutuellement indépendants...
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3 Variables aléatoires

3.1 Dé�nitions et propriétés générales

Dé�nition. Soit IP une probabilité sur (Ω,A). On appelle variable aléatoire X dans I ⊂ IR, une
application de Ω→ I telle que pour tout x ∈ I, l'événement {X ≤ x} = {ω ∈ Ω tel que X(ω) ≤ x}
soit un événement de A. Deux cas particuliers importants sont à distinguer:

• Si I = {xi}i∈J avec J ⊂ IN (par exemple I = {P, F}, I = ZZ,...), X est appelée variable
aléatoire discrète.

• Si I est un intervalle de IR (par exemple I = [0, 1], I = IR+,...), X est appelée variable
aléatoire réelle.

Dé�nition. Soit IP une probabilité sur (Ω,A) et X une variable aléatoire de (Ω,A, IP ) à valeurs
dans I. On appelle fonction de répartition de X la fonction FX : IR → [0, 1] telle que FX(x) =
IP (X ≤ x), pour x ∈ IR.

Propriété. • Fx est une fonction croissante sur IR.

• lim
x→−∞

FX(x) = 0 et lim
x→+∞

FX(x) = 1.

• IP (a < X ≤ b) = FX(b)− FX(a), pour tout −∞ ≤ a < b ≤ +∞.

Dé�nition. Soit IP une probabilité sur (Ω,A) et X une variable aléatoire de (Ω,A, IP ) à valeurs
dans I.

• Si X est une variable aléatoire discrète (I = {xi}i∈J), on appelle loi de probabilité de X
l'application IP X : {xi}i∈J → [0, 1] telle que IP (X = xi) = IP X(xi).

• Si X est une variable aléatoire réelle (I intervalle de IR), on appelle densité de probabilité de

X si elle existe l'application fX : I → [0,+∞[ telle que FX(x) =

∫ x

−∞
fX(t)dt. X est alors

appelée variable aléatoire absolument continue.

Propriété. Si X est une variable aléatoire discrète à valeurs dans I = {xi}i∈J alors
∑
i∈J

IP (X = xi) = 1.

Propriété. Si X est une variable aléatoire absolument continue de densité de probabilité fX alors:

• fX véri�e
∫ +∞

−∞
fX(t)dt = 1.

• F ′X(x) = fX(x) pour presque tout x ∈ IR.

• IP (a < X ≤ b) =

∫ b

a
fX(t)dt, pour tout −∞ ≤ a < b ≤ +∞.

• IP (X = x) = 0 pour tout x ∈ IR.

3.2 Moments d'une variable aléatoire

Dé�nition. Soit IP une probabilité sur (Ω,A), X une variable aléatoire de (Ω,A, IP ) à valeurs
dans I et h une fonction de I dans IR.
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• Si X est une variable aléatoire discrète (I = {xi}i∈J), l'espérance de X est

IEX =
∑
i∈J

xiIP (X = xi) =
∑
i∈J

xiIP X(xi) si cette somme existe.

Plus généralement, IEh(X) =
∑
i∈J

h(xi)IP (X = xi) si cette somme existe.

• Si X est une variable aléatoire aboslument continue à valeurs dans I et de densité fX ,
l'espérance de X est

IEX =

∫
I
xfX(x)dx =

∫ +∞

−∞
xfX(x)dx si cette intégrale existe.

Plus généralement, IEh(X) =

∫
I
h(x)fX(x)dx si cette intégrale existe.

Dé�nition. Soit X une variable aléatoire de (Ω,A, IP ).

• La variance de X, si elle existe, est var(X) = IEX2 − (IEX)2 = IE((X − IEX)2) ≥ 0.

• L'écart-type de X, si la variance existe, est σ(X) =
√
var(X).

Propriété. Soit X une variable aléatoire (dont l'espérance et la variance existent), et a, b deux
réels.

• IEb = b et IE(aX + b) = aIEX + b.

• var(b) = 0 et var(aX + b) = a2var(X).

3.3 Lois à connaître

Dé�nition. Les lois à connaître sont:

• Lois discrètes: loi uniforme, loi de Bernoulli, loi binomiale, loi de Poisson.

• Lois continues: loi uniforme, loi exponentielle, loi gamma, loi normale.

3.4 Fonction d'une autre variable aléatoire

On suppose que Y = h(X) où X est une variable aléatoire.

Propriété. Soit X variable aléatoire sur un espace de probabilité (Ω,A, IP ) et soit h : IR→ IR une
fonction continue par morceaux. alors Y = h(X) est également une variable aléatoire sur (Ω,A, IP ).

Pour déterminer la loi d'une fonction d'une variable aléatoire Y = h(X) :

1. On détermine l'ensemble des valeurs prises par Y ;

2. Pour les variables discrètes, on identi�e directement la probabilité de Y ;

3. Pour les variables continues, on détermine la fonction de répartition de Y en revenant à celle
de X, puis, suivant les cas, on détermine la probabilité de Y ou la densité de Y (en dérivant
la fonction de répartition).

Remarque. Attention! Si une fonction d'une variable aléatoire discrète est toujours une variable
aléatoire discrète, une fonction d'une variable aléatoire continue peut-être une variable aléatoire
continue (par exemple si h est continue et bijective), une variable aléatoire (par exemple si h est
constante sur un intervalle intérieur du support) ou bien ni continue ni discrète (par exemple Y = X
si X ≥ ε et Y = 0 sinon).
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On rappelle que:

Propriété. • Pour une variable discrète à valeurs dans {(xi)i∈I}, IEh(X) =
∑
i∈J

h(xi)IP (X = xi)

si cette somme existe.

• Pour une variable aléatoire continue à valeurs dans I et de densité fX IEh(X) =

∫
I
h(x)fX(x)dx

si cette intégrale existe.

4 Suites de variables aléatoires indépendantes, théorèmes limite et

introduction à l'estimation

4.1 Variables aléatoires indépendantes

Dé�nition. Soit (Xi)i∈I une famille de variables aléatoires dé�nies sur le même espace de proba-
bilités (Ω,A, IP ). Ces variables sont indépendantes si et seulement si pour tout J ⊂ I, pour toute
famille (Bj)j∈J de boréliens de IR (prendre tous les intervalles ]−∞, xj ] su�t),

IP
( ⋂

j∈J
Xj ∈ Bj

)
=
∏
j∈J

IP
(
Xj ∈ Bj

)
.

Propriété. (Autre caractérisation de l'indépendance) Soit (Xi)i∈I une famille de variables
aléatoires dé�nies sur le même espace de probabilités (Ω,A, IP ). Ces variables sont indépendantes si
et seulement si pour tout J ⊂ I, et pour toute famille de fonctions (gj)j∈J telles que les espérances
suivantes existent,

IE
(∏

j∈J
gj(Xj)

)
=
∏
j∈J

IE
(
gj(Xj)

)
.

Dé�nition. Pour X et Y deux variables aléatoires dé�nies sur le même espace de probabilités
(Ω,A, IP ), on dé�nit, si elle existe, la covariance de X et Y par:

cov(X,Y ) = IE(XY )− IE(X)IE(Y ) = IE
[
(X − IE(X))Y − IE(Y ))

]
.

Propriété. Pour X et Y deux variables aléatoires indépendantes dé�nies sur le même espace de
probabilités (Ω,A, IP ), alors cov(X,Y ) = 0. La réciproque est fausse en générale (mais vraie dans
le cas de variables gaussiennes ou Bernoulli).

4.2 Théorèmes limite

Dé�nition. Pour (Xn)n∈IN une suite de variables aléatoires dé�nies sur le même espace de proba-
bilités (Ω,A, IP ),

• Convergence en probabilité. On dit que (Xn)n∈IN converge en probabilité vers une variable
aléatoire X dé�nie sur (Ω,A, IP ) (X pouvant être une constante réelle), si pour tout ε > 0,

IP
(
|Xn −X| ≥ ε

)
−→

n→+∞
0, ce qui est noté Xn

P−→
n→+∞

X.

• Convergence en loi. On dit que (Xn)n∈IN converge en loi vers la loi d'une variable aléatoire
X dé�nie sur (Ω,A, IP ) (X pouvant être une constante réelle), si pour tout x ∈ IR où la
fonction de répartition FX est continue,

FXn(x) = IP (Xn ≤ x) −→
n→+∞

FX(x), ce qui est noté Xn
L−→

n→∞
X.
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Dans la suite, on va s'intéresser à la convergence de la moyenne empirique dé�nie par:

Dé�nition. Pour (X1, . . . , Xn) une famille de variables aléatoires dé�nies sur le même espace de
probabilités (Ω,A, IP ), on appelle moyenne empirique Xn de (X1, . . . , Xn) la variable aléatoire
dé�nie sur (Ω,A, IP ) par

Xn =
1

n

(
X1 + · · ·+Xn

)
=

1

n

n∑
k=1

Xk.

On commence par obtenir les propriétés suivantes:

Propriété. Pour (X1, . . . , Xn) une famille de variables aléatoires dé�nies sur le même espace de
probabilités (Ω,A, IP ),

• IE
(
X1 + · · ·+Xn

)
= IE(X1) + · · ·+ IE(Xn) =⇒ IE

(
Xn

)
=

1

n

n∑
k=1

IE(Xk).

• var
(
X1 + · · ·+Xn

)
= var(X1) + · · ·+ var(Xn) =⇒ var

(
Xn

)
=

1

n2

n∑
k=1

var(Xk).

Propriété. (Inégalité de Markov) Soit X une variable aléatoire positive dé�nie sur (Ω,A, IP )
dont l'espérance existe. Alors pour tout ε > 0,

IP (X ≥ ε) ≤ IEX

ε
.

Voici une conséquence directe de cette inégalité:

Propriété. (Inégalité de Bienaymé-Tchebitchev) Soit X une variable aléatoire dé�nie sur
(Ω,A, IP ) dont l'espérance m et la variance σ2 existent. Alors pour tout ε > 0,

IP
(
|X −m| ≥ ε

)
≤ σ2

ε2
.

On va maintenant appliquer tout se qui précède à la moyenne empirique d'une famille de variables
aléatoires indépendantes ayant toute la même loi:

Théorème. (Loi Faible des Grands Nombres) Soit (Xn)n∈IN une suite de variables aléatoires
indépendantes dé�nies sur le même espace de probabilités (Ω,A, IP ) et identiquement dis-

tribuées par rapport à une loi dont l'espérance m et la variance σ2 existent. Alors :

Xn
P−→

n→+∞
m = IE(X1).

Il est possible d'être plus précis quant au comportement asymptotique de la moyenne empirique
autour de son espérance: c'est ce que précise le théorème suivant, à savoir que ce comportement est
gaussien et se resserre à vitesse /

√
n autour de l'espérance!

Théorème. (Théorème de la limite centrale) Soit (Xn)n∈IN une suite de variables aléatoires
indépendantes dé�nies sur le même espace de probabilités (Ω,A, IP ) et identiquement dis-

tribuées par rapport à une loi dont l'espérance m et la variance σ2 existent. Alors :

√
n
(Xn −m

σ

)
L−→

n→∞
N (0, 1).
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4.3 Introduction à l'estimation d'un paramètre et à l'obtention d'un intervalle

de con�ance

Dé�nition. Si on dispose de (X1, . . . , Xn) une famille de n variables aléatoires dé�nies sur le même
espace de probabilités (Ω,A, IP ), un estimateur d'un vecteur θ ∈ IRd est une fonction (mesurable...
donc typiquement continue par morceaux) de (X1, . . . , Xn) ne dépendant pas de θ.

Cette dé�nition est très générale et peut être reprécisée dans le cas particulier de l'espérance de la
loi d'une famille de v.a.i.i.d.:

Estimation d'une moyenne et intervalles de �uctuations et de con�ance:
Soit (Xn)n∈IN une suite de variables aléatoires indépendantes dé�nies sur le même espace de prob-
abilités (Ω,A, IP ) et identiquement distribuées par rapport à une loi dont l'espérance m ∈ IR
existe mais est inconnue (on suppose également que σ2 < ∞). On suppose que l'on a observé
(X1, . . . , Xn), c'est à dire qu'il existe ω ∈ Ω tel que l'on connaisse le vecteur (X1(ω), . . . , Xn(ω)).
Alors, on peut estimer m par l'estimateur m̂ = Xn = 1

n

(
X1 + · · ·+Xn

)
et on montre:

1. On a m̂
P−→

n→+∞
m par la Loi Faible des Grands Nombres: l'estimateur est convergeant, il se

rapproche du paramètre inconnu lorsque le nombre de données croît.

2. Plus précisément, on a
√
n
(
m̂−m

) L−→
n→∞

N (0, σ2): on mesure ainsi comment cet estimateur

se rapproche de m, d'où les deux intervalles suivant:

• Pour n su�samment grand,
[
m−1.96σ/

√
n , m−1.96σ/

√
n
]
est l'intervalle de �uctuation

de m̂ à 95%;

• Pour n su�samment grand,
[
m̂−1.96σ/

√
n , m̂−1.96σ/

√
n
]
est l'intervalle de con�ance

de m à 95%.

En pratique, il faut remplacer σ par un estimateur convergeant de σ (par exemple σ̂2 =
1
n

∑n
k=1

(
Xk −Xn

)2
) et on peut montrer que cela ne change rien aux intervalles précdéents!


