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Un exemple de série chronologique
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Un autre exemple de série chronologique

Température annuelle moyenne du globe

s

14.8

14.6

14a.4

14a.2

Température

1a

13.8

13.6

13.4
1880 1900 1920 1940 1960 1980 2000 202«

Annee



Un autre autre exemple de série chronologique
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Un exemple de série financiére
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But du cours :
@ Définir une série temporelle et donner des propriétés;
@ Définir des modéles pour séries financiéres + propriétés ;
© Analyse statistique (estimation, test, sélection de modéle);

@ Prédiction pour séries financiéres.
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Définition
Soit (2, A, P) un espace de probabilité.

o X = (Xt)teT processus aléatoire (stochastique) réel sur T siVt € T,
X¢ v.a. sur (2, A).

o Pourw € Q, (X¢(w))teT est appelé une trajectoire de X.

o (X¢)teT processus du second ordre siVt € T, E[X?] < cc.

fonction espérance :  m(t) = E[X{]
fonction variance :  o*(t) = E[(X: — E[X{])?]
= { fonction covariance : r(s,t) = E[(Xs — E[X])(X;: — E[X¢])]

O'Ei;;‘?t) €[-1.1]

fonction corrélation : p(s,t) =

Remarque : p(s,t) € [-1,1] par I'Inegalité de Cauchy-Schwarz.
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Exemples de processus stochastiques :
@ Fonctions réelles :

Suites de variables indépendantes identiquement distribuées;

Marches aléatoires ;
@ Chafnes de Markov ;
@ Mouvement brownien et équations de diffusion.

Remarque : On peut aussi considérer des processus a valeurs dans R?
(multidimensionnels), & indice dans RP (Champs),...
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Définition

Série chronologique (temporelle) : processus aléatoire indicé par Z ou N (si
T =R ou [0,1], on parle de processus a temps continu).

Conséquence : Une série chronologique : suite de v.a. non forcément i.i.d.

Propriété
Si U et V sont 2 v.a.i. alors cov(U, V') = 0. Réciproque fausse en général. J

Définition
@ Bruit blanc (fort) : suite de v.a.i.i.d. centrées d'ordre 2.

@ Bruit blanc faible : suite de v.a.i.d. centrées d’ordre 2 non corrélées.

Remarﬂue : Parfois juste E[|X|%| < oo avec 1 < & < 2.
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Définition
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(Xtys- .., Xt,) vecteur gaussien.

Remarque : (X, ..., X:,) vecteur gaussien <= Y(uy,...,up) € R”,
ui Xy, + -+ -+ upXy, v.a. gaussienne.

Propriété
e Soit (X,Y) un vecteur gaussien. Alors :
(X indépendant de Y ) <= (cov(X,Y) =0).
e Un processus gaussien est intégralement défini par ses fonctions
espérance m(-) et covariance r(-,-).
o Réciproquement, a chaque m(-) et r(-,-) t.q. Yk € N* (t1,..., t,) € TK
(r(ti, tj))1<ij<k matrice > 0, on définit un unique processus gaussien.

V.
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Définition
Une série chronologique (Xt)tez est (strictement) stationnaire lorsque
Vne N*, Y(t1,...,t,) € Z", Vc € Z,

L
(th’...,th) ~ (Xt1+C7." ,Xt,.,—l-C)'

= Si (X;) stationnaire, (X;) suite identiquement distribuée
Remarque : On pourra montrer que pour tout (up,- -, u,) € R”,

i uiXe,
¢(Xt17---7xtn)(u1’ T Un) = IE(eI =t N tJ) = ¢(Xf1+c7---7xtn+6)(u1’ Tt un)'

— Utilisation de la fonction caractéristique de la somme de 2 v.a.
indépendantes qui vaut le produit des fonctions caractéristiques.
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(Xl, 58 .,Xg) ~ (X1+C, 55 .,Xg+c) ~ (X1+c+c’v .. ~7X€+c+c’)- Pour ¢ = maxlg,-g,,(t;) — /¢, on

. L
obtient (Xminls,-sn(ti)v s 7XmaX1§iSn(t/‘)) ~ (Xmin1§,'§,,(f,‘)+C/7 T 7Xmax1§,-S,,(t,')+c’) pour tout
¢’ € Z. Ceci est donc aussi vrai pour tout sous-vecteur inclus dans
(X X (t)), donc pour (Xiy, ..., Xt,). O

ing<i<n(ti)> " Amaxy<i<y

y
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@ Une chaine de Markov homogéne sous mesure invariante est
stationnaire.

Démonstration.

L
Pour tout kK € IN, P(Xk+1 = Xj | (Xo,...,Xk)) = P(Xk+1 = Xj | Xk :X;) = Q,',j et X3 ~ p
mesure invariante, soit u Q = p (cas d’un espace d'état {xu,...,xm} fini). Pour n € IN*, et tout
(i,...,in) €4{1,...,m}",
P(X,, = X,'n|X -1 = an—:l) X -+ X P(X2 = X,'2|X1 = X,'l)
><P(X1 :Xil.)

P((Xl,...,Xn) = (Xi17"‘7Xin))

Qin—1,1n) X - -+ X Q(i1, i2)p(Xiy )-

Par le méme raisonnement, comme la loi de Xj. est aussi u puisque p Q = p, on a aussi
P((X1+C, 500 Xn+c) = (X,'l, 000 7X,'")) = Q(f,,_l, fn) X e X Q(il, /Q)M(X,'l), donc

Kites oy Xnse) & (X1,..., Xn). O
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@ Si (&t)tez est un bruit blanc et X; = e + ae¢—1 pour tout t € Z, on
a € R, alors (X;)tcyz est stationnaire.
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Si deux vecteurs aléatoires U et V vérifient U ~ V alors pour g : RP — IRY fonction mesurable

g(U) X g(V).
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L
Kegs -+« » Xtn) & (Kegerer - Xyt 0
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(€t1,€t1—17€t2,€t2—17 cees Et,,,i‘?t,,—l) R (€t1+c,€t1+c—1,€t2+m Eta+c—1,--- ,Et,,+c,€t,,+c—1)-

Si deux vecteurs aléatoires U et V vérifient U ~ V alors pour g : RP — IRY fonction mesurable

g(U) £ g(V). Ici avec g : (x1,...,%2n) € R2" (x1 + ax2, x3 + axa,...,xan—1 + ax2p) ON @
g(5t175t1—1,5t2,f5t2—17~ .. ,Et,”at,,—l) = (Xfl.v e ,th) et donc

L
(Xtg -+ Xty) ~ (Xtytcy -+ o s Xtytc) O

v

Remarque : Le résultat serait aussi valable pour tout (¢¢) stationnaire.
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On a bien (X) suite de v.a.i.d. et E(X?) = E(e?e?_;) = E(e?) E(¢2_;) < 0. On a

[E(X:) = E(etet—1) = E(et) E(g¢—1) par indépendance, d'ou E(X;) = 0.
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s=1t+1, cov(Xe, Xs) = E(e2 er—1€¢+1) = 0 également. Donc (X:) bruit blanc faible.
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Exercice : (£t)tez bruit blanc et X; = e;e+—1 pour tout t € Z. Montrer que
(Xt)tez est stationnaire. (X;) bruit blanc faible ? Bruit blanc?

Démonstration.

On reprend la preuve précédente mais avec g : (x1,...,Xn41) € R"L — (Xx1Xx2, X2X3, - - - y XnXn+1)-
On a bien (X) suite de v.a.i.d. et E(X?) = E(e?e?_;) = E(e?) E(¢2_;) < 0. On a

E(X:) = E(etet—1) = E(et) E(e¢—1) par indépendance, d'ou E(X;) = 0.

cov(Xe, Xs) = E(eret—16ses—1) = 0 directement si |s — t| > 1. Si |t — s| = 1, par exemple
s=1t+1, cov(Xe, Xs) = E(e2 er—1€¢+1) = 0 également. Donc (X:) bruit blanc faible.

(X¢) bruit blanc si X; indépendant de X;_1. Or cov(|X¢|, [X¢—1]) = E(|zo])? (E(£3) — E(|0])?).
Mais d’aprés I'Inégalité de Cauchy-Schwarz, E(1 x |U|)? < [E(U?) avec égalité si |U| colinéaire a
1. Donc, sauf si la loi de ¢ est de la forme 1/25, +1/25_, avec a € [0, oo alors

cov(|X¢|, |[X¢—1]) > 0, donc non indépendance, donc (X:) n’est pas un bruit blanc.
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Exercice : (£t)tez bruit blanc et X; = e;e+—1 pour tout t € Z. Montrer que
(Xt)tez est stationnaire. (X;) bruit blanc faible ? Bruit blanc?

Démonstration.

On reprend la preuve précédente mais avec g : (x1,...,Xn41) € R"L — (Xx1Xx2, X2X3, - - - y XnXn+1)-
On a bien (X) suite de v.a.i.d. et E(X?) = E(e?e?_;) = E(e?) E(¢2_;) < 0. On a

E(X:) = E(etet—1) = E(et) E(e¢—1) par indépendance, d'ou E(X;) = 0.

cov(Xe, Xs) = E(eret—16ses—1) = 0 directement si |s — t| > 1. Si |t — s| = 1, par exemple
s=1t+1, cov(Xe, Xs) = E(e2 er—1€¢+1) = 0 également. Donc (X:) bruit blanc faible.

(X¢) bruit blanc si X; indépendant de X;_1. Or cov(|X¢|, [X¢—1]) = E(|zo])? (E(£3) — E(|0])?).
Mais d’aprés I'Inégalité de Cauchy-Schwarz, E(1 x |U|)? < [E(U?) avec égalité si |U| colinéaire a
1. Donc, sauf si la loi de ¢ est de la forme 1/25, +1/25_, avec a € [0, oo alors

cov(|X¢|, |[X¢—1]) > 0, donc non indépendance, donc (X;) n’est pas un bruit blanc. Si la loi de &
est 1/26,+1/26_,, on vérifie alors que c’est un bruit blanc. O

y
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Propriété
Si (Xt) série chronologique stationnaire et d’ordre 2

o les fonctions m(t) = E[X;] et 0?(t) = var(X;) sont constantes
r(s, t) = cov(Xs, X¢) = h(|t — s])

o dh:IN — R telle que { o5, t) = cor(Xe, X;) = h(;‘,t(a)SD

Démonstration.
e Stationnarité = i.d. Donc m(t) = m(0) et o(t) = 2(0) pour tout t € Z.
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Propriété
Si (Xt) série chronologique stationnaire et d’ordre 2

o les fonctions m(t) = E[X;] et 0?(t) = var(X;) sont constantes
r(s, t) = cov(Xs, X¢) = h(|t — s])
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e Stationnarité = i.d. Donc m(t) = m(0) et o(t) = 2(0) pour tout t € Z.
e Comme (X:) stationnaire, pour tout (s,t) € Z2, (X, Xt) & (Xo, Xt—s) avec ¢ = —s, d'ou

r(s, t) = cov(Xo, X¢t—s), fonction de t — s.
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Propriété
Si (Xt) série chronologique stationnaire et d’ordre 2
o les fonctions m(t) = E[X;] et 0?(t) = var(X;) sont constantes

r(s, t) = cov(Xs, X¢) = h(|t — s])

h(|t—s|)

o 3h: N = R telle que
qu p(s, t) = cor(Xs, X¢) = “hO)

Démonstration.

e Stationnarité = i.d. Donc m(t) = m(0) et o(t) = 2(0) pour tout t € Z.

e Comme (X:) stationnaire, pour tout (s,t) € Z2, (X, Xt) & (Xo, Xt—s) avec ¢ = —s, d'ou
r(s, t) = cov(Xo, Xt—s), fonction de t — s. Et (Xs, X¢) = (Xs—t,Xo), d'ou

r(s,t) = cov(Xp, Xs—¢), méme fonction mais de s — t. La fonction est donc paire et h existe.




Stationnarité : propriétés

Propriété
Si (Xt) série chronologique stationnaire et d’ordre 2
o les fonctions m(t) = E[X;] et 0?(t) = var(X;) sont constantes

r(s, t) = cov(Xs, X¢) = h(|t — s])

h(|t—s|)

o 3h: N — R telle que
€Y p(s, t) = con(Xs, X;) = A(0)

Démonstration.

e Stationnarité = i.d. Donc m(t) = m(0) et o(t) = 2(0) pour tout t € Z.

e Comme (X:) stationnaire, pour tout (s,t) € Z2, (X, Xt) g (Xo, Xt—s) avec ¢ = —s, d'ol
r(s, t) = cov(Xo, Xt—s), fonction de t — s. Et (Xs, X¢) = (Xs—t,Xo), d'ou

r(s,t) = cov(Xop, Xs—¢), méme fonction mais de s — t. La fonction est donc paire et h existe.
Finalement, 0%(s) = r(s,s) = h(0), d'oii le résultat pour la corrélation.




Stationnarité : propriétés

Conséquences :

e Si m(t) non constante, alors (X;) admet une tendance et/ou une
saisonnalité et est non stationnaire.



Stationnarité : propriétés

Conséquences :

e Si m(t) non constante, alors (X;) admet une tendance et/ou une
saisonnalité et est non stationnaire.

o Une marche aléatoire, définie par X; = 3"} _, e pour t € N* et (&)
bruit blanc, n’est pas stationnaire car 02(t) = t o2.



Stationnarité : propriétés

Conséquences :

e Si m(t) non constante, alors (X;) admet une tendance et/ou une
saisonnalité et est non stationnaire.

o Une marche aléatoire, définie par X; = 3"} _, e pour t € N* et (&)
bruit blanc, n’est pas stationnaire car 02(t) = t o2.

Définition
Soit (Xt)tez série chronologique du second ordre. On dit que (X;) est
stationnaire d’ordre 2 lorsque :




Stationnarité : propriétés

Conséquences :

e Si m(t) non constante, alors (X;) admet une tendance et/ou une
saisonnalité et est non stationnaire.

o Une marche aléatoire, définie par X; = 3"} _, e pour t € N* et (&)
bruit blanc, n’est pas stationnaire car 02(t) = t o2.

Définition
Soit (Xt)tez série chronologique du second ordre. On dit que (X;) est
stationnaire d’ordre 2 lorsque :

@ son espérance m(t) est constante;




Stationnarité : propriétés

Conséquences :

e Si m(t) non constante, alors (X;) admet une tendance et/ou une
saisonnalité et est non stationnaire.

o Une marche aléatoire, définie par X; = 3"} _, e pour t € N* et (&)
bruit blanc, n’est pas stationnaire car 02(t) = t o2.

Définition
Soit (Xt)tez série chronologique du second ordre. On dit que (X;) est
stationnaire d’ordre 2 lorsque :

@ son espérance m(t) est constante;

@ sa covariance r(s,t) = cov(Xs, X¢) est une fonction de |t — s|.




Stationnarité : propriétés

Conséquences :

e Si m(t) non constante, alors (X;) admet une tendance et/ou une
saisonnalité et est non stationnaire.
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Propriété
o (Stationnarité) = (Stationnarité d'ordre 2), mais réciproque fausse.
o Si (X:) série gaussienne, (Stationnarité) <= (Stationnarité d’ordre 2)

Démonstration.

e Soit la suite de v.a. indépendantes (X,) a valeurs dans {—n, 0, n} telle que
P(X; =n)=P(X,=—-n)=3l5 et P(X, =0)=1-%.
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et 0 sinon, soit r(s,t) = h(|s — t|) avec h(0) =1 et 0 sinon : (X,) stationnaire d'ordre 2 mais pas

stationnaire (support de la loi dépend de n)!
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e Soit la suite de v.a. indépendantes (Xn) a valeurs dans {—n, 0, n} telle que

P(X, = n) =P(X, = —n) = 2 et P(X,=0)=1-— n— Alors m(n) =0, r(s,t) =1/2sis=1t

et 0 sinon, soit r(s, t) = h(|]s — t|) avec h(0) =1 et 0 sinon : (X,) stationnaire d'ordre 2 mais pas
stationnaire (support de la loi dépend de n)!

® Vrai car la loi de tout vecteur (Xi,...,X,) dépend uniquement de m(-) et de I' = (r(7,/)); ;. O

Exercice : A et B v.a.i. centrées de méme variance o2 et pour t € Z,
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Démonstration.

E(X:) =0 pour t € Z.
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E(X:) =0 pour t € Z. r(s, t) 7cov<Acos(2"t) +Bsm( L), ACOS( )+BSIH( 3 )) =
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Propriété
o (Stationnarité) = (Stationnarité d'ordre 2), mais réciproque fausse.
o Si (X:) série gaussienne, (Stationnarité) <= (Stationnarité d’ordre 2)

Démonstration.
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Exercice : A et B v.a.i. centrées de méme variance o2 et pour t € Z,
X¢ = Acos (%) + Bsin (245%). (X;) stationnaire d’ordre 2 ? Stationnaire ?

Démonstration.

E(X:) =0 pour t € Z. r(s, t) = cov(Acos (35%) + Bsin (35%), Acos (232) + Bssin (%)) =
o? (cos (%) cos (%) + sin (%) sin (%)) =02 cos (%) =h(|t — s|). Pas statio. O




Combinaisons linéaires et stationnarité

Proposition

Soit (X¢) série stationnaire (ou stationnaire d’ordre 2). Si | C Z et (a;)ic/
famille de réels, soit (Y;) la combinaison (filtre) linéaire de X définie par
Ye= Ziel a; X¢_j pour t € 7.
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(resp. du second ordre) alors Y est stationnaire (resp. du second ordre).
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et Y existe p.s., si X stationnaire (centré) alors Y stationnaire (centré).
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ordre, gaussien).
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ordre, gaussien).
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(1) Inégalité triangulaire : || Yellp < D7, lail [[Xe—illp < oo pour tout t € Z.
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Démonstration.

(1) Inégalité triangulaire : || Yi[lp < > [ai| | Xe—illp < oo pour tout t € Z. Stationarité : avec
I ={—m,---,m}, si X stationnaire, alors pour tout n € N*, (t1,...,ty) € Z" et tout c € Z,

(Xez—m, Xes—mt1, - - - s Xegt-ms Xta—ms - - - Xtnsm)

£
i (Xt17m+C7 Xt1—m+1+C7 coog Xt1+m+57 Xt27m+57 0005 th+m+c)-




Combinaisons linéaires : preuves

Démonstration.

(1) Inégalité triangulaire : || Yi[lp < > [ai| | Xe—illp < oo pour tout t € Z. Stationarité : avec
I ={—m,---,m}, si X stationnaire, alors pour tout n € N*, (t1,...,ty) € Z" et tout c € Z,

(Xez—m, Xes—mt1, - - - s Xegt-ms Xta—ms - - - Xtnsm)
£
N (Xty—mtcs Xeg—ma1tcr - - Xegtmic, Xea—mtcs - - - Xepmic)-

Avec g : R@m1n _y RO telle que
g(Xey—m, Xty —mt1, - Xegtms Xeg—my - - -, Xtnrm) = (o0 _ @i Xeg—is oo s Do @i Xep—i), 12
fonction g étant continue donc mesurable, on a

g(th—m, Xtz —m+1, - s Xty +ms Xtg—m, - - - 7Xt,,+m)

£
~ g(Xey—mc, Xeg—mt14cs - - s Xtgtmic, Xea—mics - - - » Xeytmic)-
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Démonstration.

(1) Inégalité triangulaire : || Yi[lp < > [ai| | Xe—illp < oo pour tout t € Z. Stationarité : avec
I ={—m,---,m}, si X stationnaire, alors pour tout n € N*, (t1,...,ty) € Z" et tout c € Z,

(Xez—m, Xes—mt1, - - - s Xegt-ms Xta—ms - - - Xtnsm)
£
~ (Xt17m+C7 Xt1—m+1+ca 0coogp Xt1+m+c, Xt27m+57 0oy th+m+c)-

Avec g : R@m1n _y RO telle que
g(Xey—m, Xty —mt1, - Xegtms Xeg—my - - -, Xtnrm) = (o0 _ @i Xeg—is oo s Do @i Xep—i), 12
fonction g étant continue donc mesurable, on a

& (Xty—my Xty —m+1s-- - Xty tm, Xeg—my - - -, Xtptm)
£
~ g(Xey—mc, Xeg—mt14cs - - s Xtgtmic, Xea—mics - - - » Xeytmic)-

donc (Yi, ..., Y:,) a la méme loi que (Yi4c,- -, Yeo+c) : (Ye) est bien stationnaire.
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Démonstration.

(1) Inégalité triangulaire : || Yi[lp < > [ai| | Xe—illp < oo pour tout t € Z. Stationarité : avec
I ={—m,---,m}, si X stationnaire, alors pour tout n € N*, (t1,...,ty) € Z" et tout c € Z,

(Xez—m, Xes—mt1, - - - s Xegt-ms Xta—ms - - - Xtnsm)
£
~ (Xt17m+C7 Xt1—m+1+ca 0coogp Xt1+m+c, Xt27m+57 0oy th+m+c)-

Avec g : R@m1n _y RO telle que
g(Xey—m, Xty —mt1, - Xegtms Xeg—my - - -, Xtnrm) = (o0 _ @i Xeg—is oo s Do @i Xep—i), 12
fonction g étant continue donc mesurable, on a

& (Xty—my Xty —m+1s-- - Xty tm, Xeg—my - - -, Xtptm)
£
~ g(Xey—mc, Xeg—mt14cs - - s Xtgtmic, Xea—mics - - - » Xeytmic)-

donc (Yi, ..., Y:,) a la méme loi que (Yi4c,- -, Yeo+c) : (Ye) est bien stationnaire.
Si X stationnaire d'ordre 2, on a E(Y:) = >, ai E(X;—;) = constante.
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Démonstration.

(1) Inégalité triangulaire : || Yellp < D2 |ail | Xe—illp < 0o pour tout t € Z. Stationarité : avec
I ={—m,---,m}, si X stationnaire, alors pour tout n € N*, (t1,...,t,) € Z" et tout c € Z,

(Xez—m, Xes—mt1, - - - s Xegt-ms Xta—ms - - - Xtnsm)
£
~ (Xt17m+C7 Xt1—m+1+ca 0coogp Xt1+m+c, Xt27m+51 0oy Xt,,+m+c)-

Avec g : R@m1n _y RO telle que
g(Xey—m, Xty —mt1, - Xegtms Xeg—my - - -, Xtnrm) = (o0 _ @i Xeg—is oo s Do @i Xep—i), 12
fonction g étant continue donc mesurable, on a

& (Xty—my Xty —m+1s-- - Xty tm, Xeg—my - - -, Xtptm)
£
~ g(Xey—mc, Xeg—mt14cs - - s Xtgtmic, Xea—mics - - - » Xeytmic)-

donc (Yi, ..., Y:,) a la méme loi que (Yi4c,- -, Yeo+c) : (Ye) est bien stationnaire.

Si X stationnaire d'ordre 2, on a E(Y:) = >, ai E(X;_;) = constante. Pour la covariance, on a
cov(Ys, Ye) = Yic) Doirey diaincov(Xe—j, Xs_ir) = Yic) Doy diapr(t —s — i+ i’) en notant
r(k) = cov(Xo, X).
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Démonstration.

(1) Inégalité triangulaire : || Yellp < D2 |ail | Xe—illp < 0o pour tout t € Z. Stationarité : avec
I ={—m,---,m}, si X stationnaire, alors pour tout n € N*, (t1,...,t,) € Z" et tout c € Z,

(Xez—m, Xes—mt1, - - - s Xegt-ms Xta—ms - - - Xtnsm)
£
~ (Xt17m+C7 Xt1—m+1+ca 0coogp Xt1+m+c, Xt27m+51 0oy Xt,,+m+c)-

Avec g : R@m1n _y RO telle que
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fonction g étant continue donc mesurable, on a

& (Xty—my Xty —m+1s-- - Xty tm, Xeg—my - - -, Xtptm)
£
~ g(Xey—mc, Xeg—mt14cs - - s Xtgtmic, Xea—mics - - - » Xeytmic)-

donc (Yi, ..., Y:,) a la méme loi que (Yi4c,- -, Yeo+c) : (Ye) est bien stationnaire.

Si X stationnaire d'ordre 2, on a E(Y:) = >, ai E(X;_;) = constante. Pour la covariance, on a
cov(Ys, Ye) = iy Direg didincov(Xe—i, Xs_ir) = i) Dirgy aiapr(t —s — i+ i’) en notant
r(k) = cov(Xo, Xk). Donc cov(Ys, Yt) est bien une fonction de t — s.
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(1) Inégalité triangulaire : || Yellp < D2 |ail | Xe—illp < 0o pour tout t € Z. Stationarité : avec

I ={—m,---,m}, si X stationnaire, alors pour tout n € N*, (t1,...,t,) € Z" et tout c € Z,
(Xez—m, Xes—mt1, - - - s Xegt-ms Xta—ms - - - Xtnsm)

£
~ (Xt17m+C7 Xt1—m+1+ca 0coogp Xt1+m+c, Xt27m+51 0oy Xt,,+m+c)-

Avec g : R@m1n _y RO telle que
g(Xey—m, Xty —mt1, - Xegtms Xeg—my - - -, Xtnrm) = (o0 _ @i Xeg—is oo s Do @i Xep—i), 12
fonction g étant continue donc mesurable, on a

& (Xty—my Xty —m+1s-- - Xty tm, Xeg—my - - -, Xtptm)
£
~ g(Xey—mc, Xeg—mt14cs - - s Xtgtmic, Xea—mics - - - » Xeytmic)-

donc (Yi, ..., Y:,) a la méme loi que (Yi4c,- -, Yeo+c) : (Ye) est bien stationnaire.

Si X stationnaire d'ordre 2, on a E(Y:) = >, ai E(X;_;) = constante. Pour la covariance, on a
cov(Ys, Ye) = Yic) Doirey diaincov(Xe—j, Xs_ir) = Yic) Doy diapr(t —s — i+ i’) en notant
r(k) = cov(Xo, Xk). Donc cov(Ys, Y:) est bien une fonction de t — s. De plus, on peut intervertir
i et i’ et du fait de la parité de r on voit bien que cov(Ys, Y:) est une fonction de |t — s|.
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Démonstration.

(1) Inégalité triangulaire : || Yellp < D2 |ail | Xe—illp < 0o pour tout t € Z. Stationarité : avec
I ={—m,---,m}, si X stationnaire, alors pour tout n € N*, (t1,...,t,) € Z" et tout c € Z,

(Xez—m, Xes—mt1, - - - s Xegt-ms Xta—ms - - - Xtnsm)
£
~ (Xt17m+C7 Xt1—m+1+ca 0coogp Xt1+m+c, Xt27m+51 0oy Xt,,+m+c)-

Avec g : R@m1n _y RO telle que
g(Xey—m, Xty —mt1, - Xegtms Xeg—my - - -, Xtnrm) = (o0 _ @i Xeg—is oo s Do @i Xep—i), 12
fonction g étant continue donc mesurable, on a

g(th—m, Xty —m+1, -+ s Xegtmy Xtg—m - - - 7Xt,,+m)
£
~ g(Xty—mer Xtg—mi1tc, s Xtatmtcs Xep—mtcs - -+ s Xty mtc) -

donc (Yi, ..., Y:,) a la méme loi que (Yi4c,- -, Yeo+c) : (Ye) est bien stationnaire.

Si X stationnaire d'ordre 2, on a E(Y:) = >, ai E(X;_;) = constante. Pour la covariance, on a
cov(Ys, Ye) = Yic) Doirey diaincov(Xe—j, Xs_ir) = Yic) Doy diapr(t —s — i+ i’) en notant
r(k) = cov(Xo, Xk). Donc cov(Ys, Y:) est bien une fonction de t — s. De plus, on peut intervertir
i et i’ et du fait de la parité de r on voit bien que cov(Ys, Y:) est une fonction de |t — s|.

(2) On a E(|Ye|) S E(X ;¢ lail IXe—il) < (Xie lail) supjez E(IX;]) d'aprés le Théoréme de
Fubini,
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Démonstration.

(1) Inégalité triangulaire : || Yellp < D2 |ail | Xe—illp < 0o pour tout t € Z. Stationarité : avec
I ={—m,---,m}, si X stationnaire, alors pour tout n € N*, (t1,...,t,) € Z" et tout c € Z,

(Xez—m, Xes—mt1, - - - s Xegt-ms Xta—ms - - - Xtnsm)
£
~ (Xt17m+C7 Xt1—m+1+ca 0coogp Xt1+m+c, Xt27m+51 0oy Xt,,+m+c)-

Avec g : R@m1n _y RO telle que
g(Xey—m, Xty —mt1, - Xegtms Xeg—my - - -, Xtnrm) = (o0 _ @i Xeg—is oo s Do @i Xep—i), 12
fonction g étant continue donc mesurable, on a

g(th—m, Xty —m+1, -+ s Xegtmy Xtg—m - - - 7Xt,,+m)
£
~ g(Xty—mer Xtg—mi1tc, s Xtatmtcs Xep—mtcs - -+ s Xty mtc) -

donc (Yi, ..., Y:,) a la méme loi que (Yi4c,- -, Yeo+c) : (Ye) est bien stationnaire.

Si X stationnaire d'ordre 2, on a E(Y:) = >, ai E(X;_;) = constante. Pour la covariance, on a
cov(Ys, Ye) = Yic) Doirey diaincov(Xe—j, Xs_ir) = Yic) Doy diapr(t —s — i+ i’) en notant
r(k) = cov(Xo, Xk). Donc cov(Ys, Y:) est bien une fonction de t — s. De plus, on peut intervertir
i et i’ et du fait de la parité de r on voit bien que cov(Ys, Y:) est une fonction de |t — s|.

(2) On a E(|Ye|) S E(X;/lail IXe—il) < (Xie lail) supjez E(IX;]) d'aprés le Théoréme de
Fubini, donc sup,cz E(|Y:]) < co.




Combinaisons linéaires : preuves

Démonstration.

(1) Inégalité triangulaire : || Yellp < D2 |ail | Xe—illp < 0o pour tout t € Z. Stationarité : avec
I ={—m,---,m}, si X stationnaire, alors pour tout n € N*, (t1,...,t,) € Z" et tout c € Z,

(Xez—m, Xes—mt1, - - - s Xegt-ms Xta—ms - - - Xtnsm)
£
~ (Xt17m+C7 Xt1—m+1+ca 0coogp Xt1+m+c, Xt27m+51 0oy Xt,,+m+c)-

Avec g : R@m1n _y RO telle que
g(Xey—m, Xty —mt1, - Xegtms Xeg—my - - -, Xtnrm) = (o0 _ @i Xeg—is oo s Do @i Xep—i), 12
fonction g étant continue donc mesurable, on a

g(erm, Xty —m+1, -+ s Xegtmy Xtg—m - - - 7Xt,,+m)
£
~ g(Xty—mer Xtg—mi1tc, s Xtatmtcs Xep—mtcs - -+ s Xty mtc) -

donc (Yi, ..., Y:,) a la méme loi que (Yi4c,- -, Yeo+c) : (Ye) est bien stationnaire.

Si X stationnaire d'ordre 2, on a E(Y:) = >, ai E(X;_;) = constante. Pour la covariance, on a
cov(Ys, Ye) = Yic) Doirey diaincov(Xe—j, Xs_ir) = Yic) Doy diapr(t —s — i+ i’) en notant
r(k) = cov(Xo, Xk). Donc cov(Ys, Y:) est bien une fonction de t — s. De plus, on peut intervertir
i et i’ et du fait de la parité de r on voit bien que cov(Ys, Y:) est une fonction de |t — s|.

(2) On a E(|Ye|) S E(X;/lail IXe—il) < (Xie lail) supjez E(IX;]) d'aprés le Théoréme de
Fubini, donc sup,cz E(|Yt|) < co. Pour tout € > 0, avec I'Inégalité de Markov, il existe My > 0
tel que YM > My, P(|Y:| > M) < &, donc P(] Y| < o0) = 1. O




Combinaisons linéaires : preuves (2)

Démonstration.

(m) _ s~m

(2) Stationnarité : on note Y; m_ g ai Xe—j, et (Yt(m)) stationnaire d'aprés (1).




Combinaisons linéaires : preuves (2)

Démonstration.
(2) Stationnarité : on note Y{™ = "7 2 X,_;, et (Y\™) stationnaire d"aprés (1). Du fait de
I'existence d’une limite, on a (Yt(lm), e Yt(nm)) qui tend dans L vers (Y4, ..., Yt,) lorsque m

tend vers I'infini, donc on a également convergence en loi.




Combinaisons linéaires : preuves (2)

Démonstration.

(2) Stationnarité : on note Y{™ = "7 2 X,_;, et (Y\™) stationnaire d"aprés (1). Du fait de
I'existence d’une limite, on a (Yt(lm), e Yt(nm)) qui tend dans L vers (Y4, ..., Yt,) lorsque m
tend vers I'infini, donc on a également convergence en loi. Comme (Yt(lm)7 Saag t"m)) a la méme loi

que (Yt(ln_:_c, e tn+c) cette égalité a également lieu a la limite : (Y;) est bien stationnaire.




Combinaisons linéaires : preuves (2)

Démonstration.

(2) Stationnarité : on note Y{™ = "7 2 X,_;, et (Y\™) stationnaire d"aprés (1). Du fait de
I'existence d’une limite, on a (Yt(lm), e Yt(nm)) qui tend dans L vers (Y4, ..., Yt,) lorsque m
tend vers I'infini, donc on a également convergence en loi. Comme (Yt(lm)7 Saag Yt("m)) a la méme loi

que (Yt(ln_:_c, e tn+c) cette égalité a également lieu a la limite : (Y;) est bien stationnaire.

Si X: est centrée, d'aprés le Théoréme de convergence dominée, E(Y:) = >, ai E(X;—;) =0
pour tout t € Z.




Combinaisons linéaires : preuves (2)

Démonstration.

(2) Stationnarité : on note Y{™ = "7 2 X,_;, et (Y\™) stationnaire d"aprés (1). Du fait de
I'existence d’une limite, on a (Yt(lm), e Yt(nm)) qui tend dans L vers (Y4, ..., Yt,) lorsque m
tend vers I'infini, donc on a également convergence en loi. Comme (Yt(lm)7 Saag Yt("m)) a la méme loi

que (Yt(l"_:_c, e tn+c) cette égalité a également lieu a la limite : (Y;) est bien stationnaire.

Si X: est centrée, d'aprés le Théoréme de convergence dominée, E(Y:) = >, ai E(X;—;) =0
pour tout t € Z.

2
(3) E[(Ye — ¥{")?] = E( X 15 m 2 jir)>m @i 2 Xe—iXe—ir) < (Zjij>m lail)” supjez E(IX?])
d'aprés le Théoréme de Fubini,




Combinaisons linéaires : preuves (2)

Démonstration.

(2) Stationnarité : on note Y{™ = "7 2 X,_;, et (Y\™) stationnaire d"aprés (1). Du fait de
I'existence d'une limite, on a (Yt(lm), R Yt(nm)) qui tend dans L vers (Y4, ..., Yt,) lorsque m
tend vers I'infini, donc on a également convergence en loi. Comme (Yt(lm)7 Saag Yt("m)) a la méme loi

que (Yt(I"_:_C, e tn+c) cette égalité a également lieu a la limite : (Y;) est bien stationnaire.

Si X: est centrée, d'aprés le Théoréme de convergence dominée, E(Y:) = >, ai E(X;—;) =0
pour tout t € Z.

2
(3) EL(Ye = Y™ = E(Sjijom S jirfom @ 3 XeeiXeeir) < (ji15m |2i])? supjez E(X?])
d'aprés le Théoréme de Fubini, donc E(Y: — Y{™)2 = 0 (m — oo) car 3¢, laj] < o0 : (Yr)
existe dans IL2.




Combinaisons linéaires : preuves (2)

Démonstration.

(2) Stationnarité : on note Y{™ = "7 2 X,_;, et (Y\™) stationnaire d"aprés (1). Du fait de
I'existence d'une limite, on a (Y(m) . (m)) qui tend dans L vers (Y4, ..., Yt,) lorsque m
tend vers I'infini, donc on a également convergence en loi. Comme (Y(m)7 Saag Yt("m)) a la méme loi

que (Yt(l"_:_C7 e t,,+c) cette égalité a également lieu a la limite : (Y;) est bien stationnaire.

Si X: est centrée, d'aprés le Théoréme de convergence dominée, E(Y:) = >, ai E(X;—;) =0
pour tout t € Z.

2
(3) EL(Ye = Y™ = E(Sjijom S jirfom @ 3 XeeiXeeir) < (ji15m |2i])? supjez E(X?])
d’aprés le Théoréme de Fubini, donc E(Y; — Yt(m))2 — 0 (m — o0) car > |ai| < oo (Vi)

existe dans L2.
La stationarité stricte s'obtient comme dans le cas précédent et la stationarité d'ordre 2 utilise le

point (1) : on a (Yt(m))f qui est stationnaire d'ordre 2 et comme on a convergence dans L2 donc

en loi, on a bien convergence de I'espérance et de la covariance des (Yt(m)) : (Yt) est bien aussi
stationnaire d’ordre 2.




Combinaisons linéaires : preuves (2)

Démonstration.

(2) Stationnarité : on note Y{™ = "7 2 X,_;, et (Y\™) stationnaire d"aprés (1). Du fait de
I'existence d'une limite, on a (Y(m) cey Y(m)) qui tend dans L vers (Y4, ..., Yt,) lorsque m
tend vers I'infini, donc on a également convergence en loi. Comme (Y(m)7 Saag Yt("m)) a la méme loi

que (Yt(l"_:_C7 e t,,+c) cette égalité a également lieu a la limite : (Y;) est bien stationnaire.

Si X: est centrée, d'aprés le Théoréme de convergence dominée, E(Y:) = >, ai E(X;—;) =0
pour tout t € Z.

m 2
(3) EL(Ye = Y™ = E(Sjijom S jirfom @ 3 XeeiXeeir) < (ji15m |2i])? supjez E(X?])
d’aprés le Théoréme de Fubini, donc E(Y; — Yt(m))2 — 0 (m — o0) car > |ai| < oo (Vi)

existe dans L2.
La stationarité stricte s'obtient comme dans le cas précédent et la stationarité d'ordre 2 utilise le

point (1) : on a (Yt(m))f qui est stationnaire d'ordre 2 et comme on a convergence dans L2 donc
en loi, on a bien convergence de I'espérance et de la covariance des (Yt(m)) : (Yt) est bien aussi
stationnaire d’ordre 2.

Si (Xt) est gaussien, il est clair que (Yt(m)) est gaussien comme combinaison linéaire finie issue
d’un vecteur gaussien.
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Démonstration.

(2) Stationnarité : on note Y{™ = "7 2 X,_;, et (Y\™) stationnaire d"aprés (1). Du fait de
I'existence d'une limite, on a (Y(m) cey Y(m)) qui tend dans L vers (Y4, ..., Yt,) lorsque m
tend vers I'infini, donc on a également convergence en loi. Comme (Y(m)7 Saag Yt("m)) a la méme loi

que (Yt(l"_:_C7 e t,,+c) cette égalité a également lieu a la limite : (Y;) est bien stationnaire.

Si X: est centrée, d'aprés le Théoréme de convergence dominée, E(Y:) = >, ai E(X;—;) =0
pour tout t € Z.

m)\21 __ 2 2
(3) EL(Ye = Y™ = E(Sjijom S jirfom @ 3 XeeiXeeir) < (ji15m |2i])? supjez E(X?])
d’aprés le Théoréme de Fubini, donc E(Y; — Yt(m))2 — 0 (m — o0) car > |ai| < oo (Vi)
existe dans IL2.
La stationarité stricte s'obtient comme dans le cas précédent et la stationarité d'ordre 2 utilise le
point (1) : on a (Yt(m))f qui est stationnaire d'ordre 2 et comme on a convergence dans L2 donc
en loi, on a bien convergence de I'espérance et de la covariance des (Yt(m)) : (Yt) est bien aussi
stationnaire d’ordre 2.
Si (X¢) est gaussien, il est clair que (Yt(m)) est gaussien comme combinaison linéaire finie issue
d’un vecteur gaussien. La limite en loi d'une suite de v.a. gaussienne est gaussienne si la suite des
moments d’ordre 1 et 2 converge, ce qui est le cas. O




Processus linéaires

Définition
Soit | C 7 et (a;)ies famille de réels. Pour (g¢)tez un bruit blanc, (X¢)tez
tel que Xy =Y aice—i pour t € Z est appelé un processus linéaire.




Processus linéaires

Définition
Soit | C 7 et (a;)ies famille de réels. Pour (g¢)tez un bruit blanc, (X¢)tez
tel que Xy =Y aice—i pour t € Z est appelé un processus linéaire.

Proposition

Si'Y processus linéaire avec Yy = Y . aict—j ot (€¢)rez bruit blanc et
>icrlail? < oo alors sup,cy; E(Y?2) < 0o et (Y:)eez stationnaire.




Processus linéaires

Définition
Soit | C 7 et (a;)ies famille de réels. Pour (g¢)tez un bruit blanc, (X¢)tez
tel que Xy =Y aice—i pour t € Z est appelé un processus linéaire.

Proposition

Si'Y processus linéaire avec Yy = Y . aict—j ot (€¢)rez bruit blanc et
>icrlail? < oo alors sup,cy; E(Y?2) < 0o et (Y:)eez stationnaire.

Démonstration.

Dans le cas d'un processus linéaire, on peut obtenir I'existence et la stationarité sous la condition
Y icr @ < oo qui est plus faible que la condition Y, |aj| < oc.




Processus linéaires

Définition
Soit | C 7 et (a;)ies famille de réels. Pour (g¢)tez un bruit blanc, (X¢)tez
tel que Xy =Y aice—i pour t € Z est appelé un processus linéaire.

Proposition

Si'Y processus linéaire avec Yy = Y . aict—j ot (€¢)rez bruit blanc et
>icrlail? < oo alors sup,cy; E(Y?2) < 0o et (Y:)eez stationnaire.

Démonstration.

Dans le cas d'un processus linéaire, on peut obtenir I'existence et la stationarité sous la condition
Y ics @ < oo qui est plus faible que la condition 37, |a;| < co. En effet, on a :

E((Ye = Yi™)2) = E( X ji1om X1 om 3 30 €—i€t—it) = X jijom @ EIE3] = 0 (m — co) dés
que (£¢) est un bruit blanc.

v




Processus linéaires

Définition
Soit | C 7 et (a;)ies famille de réels. Pour (g¢)tez un bruit blanc, (X¢)tez
tel que Xy = ) ;. aj€t—j pour t € Z est appelé un processus linéaire.

Proposition

Si'Y processus linéaire avec Yy = > .., aje¢—; ol (€¢)tey bruit blanc et
2 iel te
>icrlail? < oo alors sup,cy; E(Y?2) < 0o et (Y:)eez stationnaire.

Démonstration.

Dans le cas d'un processus linéaire, on peut obtenir I'existence et la stationarité sous la condition
> ier @2 < oo qui est plus faible que la condition Y, |aj| < oo. En effet, on a :

(m)y2y _ _ 2 2 N
E((Ye— Y:™)?) = E(X|jjsm 2 |ir|>m @i 3 €t—i€t—ir) = 2|ij>m 3 E[eg] = 0 (m — 00) dés
que (e¢) est un bruit blanc. La preuve de la stationarité est immédiate (voir (3)), et pour la
stationarité d’ordre 2, on a clairement cov(Ys, Y;) = E[€]] 3¢ ajaj1s—+ qui est une fonction
dépendant de |t — s| et qui existe (d'aprés Cauchy-Schwarz). O
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Plan du cours

@ Définitions, stationnarité et dépendance

@ Dépendance et stationnarité

© Exemples de séries chronologiques

© Estimation, test et sélection de modéle

@ Prediction
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e p(k) = r(k)/r(0) autocorrélation de X et —1 < p(k) <1 pour k € Z.

Conséquence : Si p(k) # 0 pour un k # 0 alors (Xj) suite de v.a. non
indépendantes.

Propriété

Pour (s, t) € Z?, cov(Xs, X¢) = r(|t — s|) et la matrice de
variance-covariance de (X1, ..., Xp) est (r(|j — i]))i<ij<n-
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Définition
X = (Xk)kez Série stationnaire du second ordre. S'il existe f : [—m,[— C
telle que Vk € Z, r(k) = [T _e**f(\)d\, X admet une densité spectrale f.

Exemple : Densité spectrale bruit blanc faible : f(\) = 27r pour A € [—m,m].

Propriété
Soit X = (Xk)kez série stationnaire d’ordre 2.
Q r() telle que > |r(k)|?> < oo .
= f(A) = £ S ez r(k)e ™ p.p. sur [—m, ] et f € L?([-m,7])

Q r(-) telle que > |r(k)] < 00
> f(\) = = Y pez r(k)e * sur [—m, 7] et f continue sur [, 7]
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Démonstration.

1/ Théoréme de Carleson et 2/ résultat classique sur les séries de Fourier (r(-) coefficients de
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Propriété

Si (Xk)kez est une suite de v.a.i.i.d. avec E[X{] < oo,

—

v P P
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Q r(0) =02 o O et r(k) i 0 pour tout k # 0;
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Attention !

e Si (X)) série stationnaire avec v.a. non indépendantes, les convergences
peuvent &tre vraies ... ou fausses (exemple X = Xy pour tout k)!

e Si (X)) série non stationnaire, les convergences peuvent &tre vraies... ou
fausses, méme si indépendance!
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V.

Peut-on obtenir des convergences si (X,)ncz stationnaire sans
indépendance ?
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Définition
X = (Xt)tez processus stationnaire. On dit que X est M-dépendant ou
M* € N, si V¥t € Z, alors (Xi)k<: est indépendant de (Xkm+1)k>t-

Théoreme
X = (Xt)tez processus d’ordre 2 stationnaire d’autocovariance rx, et
M-dépendant, avec M € N*. Alors M
Y £ 2 2
V(X — E(Xo)) fvd N(0,~%) avec »*= Z rx (k).

k=—M
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[E(Xo) quelconque en retirant cette espérance).
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Démonstration.

Pour simplifier les notations, on commence par supposer que E(Xp) = 0 (on retrouve le TLC pour
[E(Xp) quelconque en retirant cette espérance).
La preuve se fait en découpant n en r morceaux, blocs, de taille p, avec r et p qui tendent vers

I'infini (donc n = rp).
On considére Z; = % ZZ;IM X(i—1)p+k pour i =1,---,r. Les variables aléatoires Z; sont des
v.a.i.i.d. du fait de la stationnarité de X et de la M-dépendance. A p fixé, on peut appliquer un

TLC classique aux variables Z; et on obtient que /rp Z, ri)o N(O,fyfz,) oun Z, = % S Ziet
2 _ 2 M i ; 2 (P) _ 1 ~M—1 . -
Yo =04 +237,(1— é)l’x(l) PI)OO 7*. Posons U;™ = £ D keo Xip—k pour i=1,---,r. Ces
2
variables aléatoires U,.(p) sont également des v.a.i.i.d. avec var(U,.(p)) < ’VL—Z et ainsi
— 2 —
var(U(,p)) < ’\ZTWF avec Usp) =15, U,.(p). On montre alors que
— — — — — L — 2] .
Xn=E%" .7+ USP) =Zr+ ng). Ona+/nZ, e N(0,73) et var(ﬁU&p)) < MT'V qui

tend vers 0 quand p — oo, d'oll \/EUSP) tend en probabilité vers 0 quand p — oo. On conclut en
utilisant le Théoréme de Slutsky. O
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o . Z-0) £ N, ok +-o+ i),
Comme Knax ne dépend pas de n on peut en déduire le méme TLC en remplagant n — Kmnax par n

n — Kmax -1
par le Lemme de Slutsky.

v
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—K
1 n max L
Vn—K Z:—0) = 0, 08(u?+- -+ 12 .
n max ( z; t ) v N( , ox(ug + ar uKmax))
i=
Comme Knax ne dépend pas de n on peut en déduire le méme TLC en remplagant n — Kmnax par n
par le Lemme de Slutsky. Il est clair que ce résultat s'étend a une série stationnaire d'espérance m
en considérant dans ce cas 7x(p) = 2 S0 7P (X, — m)(Xi — m). O

n — Kmax
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Démonstration.

Il nous reste a considérer pour 1 < p < Kmax,
_ N i = _ _
Px(p) = F(p) = 3 (Ko = m)(Xe = m) — (Xicrp = Xn)(Xic = X»)
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en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
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Démonstration.
Il nous reste a considérer pour 1 < p < Kmax,
_ N 1 <X _ _
x(p) —mx(P) = = D> (Xkgp—m)(Xk —m) — (Xiyp — Xn)(Xk — Xn)
k=1

3

= —*(m Xn) Z(Xk+p—m)+(xk—m)—(m Xn)?
=
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en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Or E[(m — X,)2] = 0%/n et aprés calculs on en déduit
donc que /nE[|7x(p) — x(p)| "o 0 et par I'Inégalité de Markov

P

WEHrX(P) —mx(p)] — O

n—-+4o0

IN

E[|7(p) — 7x(p)|]

En utilisant tout ce qui précéde, on en déduit que :
s = L
Vi (un Be(1) 4 i P (Kma)) 22 N (0, 0% (uf -+ k).

De ceci on en déduit le résultat final vectoriel. O
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Théoréme (TLC pour les autocorrélations de v.a.i.i.d.)

(Xt)tez suite de v.a.i.i.d. de variance 0§< < 00. Alors pour Kmayx € IN* fixé,
~ L
k — / .
\/E (px( ))1§kSKmax =9 NKmax (0 Y Kmax)

Démonstration.

Ce TLC se déduit du précédent par le Lemme de Slutsky en utilisant
~ ~ = ~ P
vn (px(k))lgkgKmax =+/n (’X(k)/’X(O))lgkgKmax et rx(0) — a§<. O

n—+00

= Pour tout k > 1, intervalle de confiance & 95% pour px(k) :
[_ 1.96 1.96]
V' y/n

= ACF (correlogram) d'une série temporelle.
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ACF (Auto-Correlogram Function) d'une suite (ex) de v.a.i.i.d. pour n = 200
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Series y

ACF

ACF d’une suite de v.a. (Xx) telle que Xy = ex — ex_1 pour n = 400

Exercice : Montrer que p(1) = —1/2...
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Vers un test de "blancheur"
ACF intéressant pour visualiser une dépendance mais difficile de conclure.

Théoréme (Test portemanteau)
Soit X = (X¢)tez série stationnaire du second ordre. On désire tester :

{ Ho : (Xt) forme une suite de variables indépendantes
Hi : (X:) ne forme pas une suite de variables indépendantes

On définit deux statistique de test :

KIT]BX
o La statistique de Box-Pierce : Tgp = n Z px (k)
k=1
Kmax /\2 (k)
o La statistique de Ljung-Box : TLB = n(n+2) Z e
k=1

Dans les deux cas, sous Hy, on a

Tep ¢
ABP — X2 ( Kmax) .

Ti ﬁ n—00
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Démonstration.

Top = [[v/a (x (k) i

et x — ||x||? continue alors Tgp _% X2 (Kmax) qui est la loi de ||Z]|? ot Z est un vecteur
n o0

|* et comme Vi (Px (k) 1 < ek Nk (0, Ik, ) SOUS Ho

| v
max max  n— 00

gaussien centré réduit de taille Kmax. Pour T, g on utilise le Lemme de Slutsky. O

Choix de Ky :
o Théoriquement il faut Knax = o(\/ﬁ).
@ Empiriquement, on pourra utiliser Knax = 5 si n ordre de la centaine,

Kmax = 10 pour ordre du millier

Attention ! Si une tendance ou saisonnalité est présente, aucune conclusion
n'est possible!

— || faut estimer et retirer une éventuelle tendance ou’saisonnalité
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Décomposition de Cramer-Wald

Un résultat théorique puissant, avec cependant peu d’intérét en pratique :
Théoréme (Décomposition de Cramér-Wald)

L. . . P i
X = (Xt)tez série stationnaire d'ordre 2 tel que [ log(f()))d\ > —oc.

Alors il existe un unique bruit blanc faible (g¢):cz et (a;)ien € RN telle que
a0 >0 et >, oy lakl? < oo, vérifiant dans IL?

(0.0)
Xe = E[Xo] + Y _aice_; pour toutt € Z.
i=0

Démonstration.

Trop dur, nécessite des connaissances poussées en algébre. O

Remarque : Bruit blanc faible et non bruit blanc, sinon toute série
stationnaire serait un processus linéaire !
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Processus ARMA

Définition (Yule, 1927 et Slutsky, 1921)

Un processus ARMA(p, q) ou (p, q) € N? est une série (X¢)tez
stationnaire telle que pourt € 7Z :

Xe+ a1 Xem1+ -+ apXe—p=€t+bier—1+---+ bger—qg

ou :
(e¢) bruit blanc de variance o2 ;

°
o (a1,...,ap, b1,...,by) € RPTY avec a, # 0 et by # 0.

Cas particuliers :
e Si g =0, un ARMA(p, q) est un AR(p) (Auto-Regressive);
e Si p=0, un ARMA(p, q) est un MA(q) (Moving Average);



Une trajectoire de processus ARMA(1, 1)

Une trajectoire d"un processus ARMA(1,1)

n " " " n
o 200 400 600 800 1000 1200
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(Xe — X£°) = a™ (Xe—n — X22,,) pour tout n € N. On en déduit que

E[(Xe — X2°)*] <202 (E[XZ_,] + E[(X2,)?]) = 202" (E[X] + E[(X5°)2]) |~ 0 (car les
2 solutions sont stationnaires). Donc pour tout t € Z, X = X° p.s. O

vy




Unicité de la solution

Propriété
Soit ov €] — 1, 1] et (et)rez un bruit blanc. Alors Xe = >3 g ¥ ey est p.s.
I'unique solution de I'équation

Xir1 = aXe + e pour tout t € 7. (1)

V.

Démonstration.

On note X = 372, ok e, solution stationnaire de (1). Soit X; une autre solution de (1).
Alors pour tout t € Z, on a (X¢ — X2°) = o (Xe—1 — X£°;). D’ou pour tout t € Z,

(Xe — X£°) = a™ (Xe—n — X22,,) pour tout n € N. On en déduit que

E[(X: — xtoo)z] <2027(E[XZ ]+ E[(X2°,)?2]) = 202" (E[X2] + E[(X§®)?]) —> 0 (car les

n——+oo
2 solutions sont stationnaires). Donc pour tout t € Z, X = X° p.s. O

vy

Remarque : La série solution est appelée processus AR(1) causal car
Xt S O'(Et,Et_l,...).



Processus ARMA : trois exemples (2)

Soit le processus AR(1) avec X; = a X;_1 + ¢t et |a| > 1.
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Processus ARMA : trois exemples (2)

Soit le processus AR(1) avec X; = a Xi—1 + & et |a| > 1. Alors :

-1 -1
X = « Xt+1—06 Et+1

“1, -1 1 1
= a (@ Xyg2—a Tem2)—a e



Processus ARMA : trois exemples (2)

Soit le processus AR(1) avec X; = a Xi—1 + & et |a| > 1. Alors :
Xe = o ' Xer—a ter
at (Of1 Xero —a™? Ee42) — a ter

2 _2 1
o “Xiyz—a T2 — o €t



Processus ARMA : trois exemples (2)

Soit le processus AR(1) avec X; = a Xi—1 + & et |a| > 1. Alors :

1 1
X = « Xt+1—0¢ Et+1

1, -1 1 1

a (a7 Xeg2 — @ T Er2) — a7 e

2 _2 1
o “Xiyz—a T2 — o €t

n

o " Xeyn — Z (a_l)k€t+k pour n >0

k=1



Processus ARMA : trois exemples (2)

Soit le processus AR(1) avec X; = a Xi—1 + & et |a| > 1. Alors :

1 1
Xe = o Xep—a e
1, -1 1 1
= a (@ Xyg2—a Tem2)—a e
o

-2y —2 -1
t+2 — O €42 — QX Etyl

n

= o "Xeyn — Z (a_l)k6t+k pour n >0

k=1

Comme précédemment, on montre que



Processus ARMA : trois exemples (2)

Soit le processus AR(1) avec X; = a Xi—1 + ¢+ et |a| > 1. Alors :

—1 —1
X = o X1 —a e

—1 —1 —1 —1
= o (0 Xep2z —a “er2) —a e
= 0%

-2y —2 -1
t+2 — O €42 — QX Etyl

n

= o "Xegn— Z (a_l)ksHk pour n >0

k=1

Comme précédemment, on montre que
o

o X;=— Z (a‘l)k5t+k est solution et stationnaire car |a™1| < 1.
k=1



Processus ARMA : trois exemples (2)

Soit le processus AR(1) avec X; = a Xi—1 + ¢+ et |a| > 1. Alors :

Xt ==

—1 —1
o " Xey1 — o e
—1 —1 —1 —1
= o (0 Xep2z —a “er2) —a e
0%

-2y —2 -1
t+2 — O Et42 — X Et4l

n

= o "Xegn— Z (a_l)ksHk pour n >0

k=1

Comme précédemment, on montre que

o
1\ K : : . _
o X, =— E (o 1) €4k est solution et stationnaire car |a~ 1| < 1.
k=1
oo
_1v\k : : :
o Xy =— E (a 1) €t+k est solution unique p.s. mais non causale!
k=1



Processus ARMA : trois exemples (3)

Soit le processus tel que X; = a X;—1 + &¢ pour t € Z et |a| = 1.



Processus ARMA : trois exemples (3)

Soit le processus tel que X; = a X;—1 + &¢ pour t € Z et |a| = 1.

Exercice : Montrer qu'il n'existe pas de solution stationnaire.



Processus ARMA : trois exemples (3)

Soit le processus tel que X; = a X;—1 + &¢ pour t € Z et |a| = 1.

Exercice : Montrer qu'il n'existe pas de solution stationnaire.

Démonstration.

Considérons oo = 1.




Processus ARMA : trois exemples (3)

Soit le processus tel que X; = a X;—1 + &¢ pour t € Z et |a| = 1.

Exercice : Montrer qu'il n'existe pas de solution stationnaire.

Démonstration.

Considérons o = 1. Alors par itération X = X¢—1 +¢er = Xe—p + ZI'.’;OI g¢_; pour tout n € IN*.




Processus ARMA : trois exemples (3)

Soit le processus tel que X; = a X;—1 + &¢ pour t € Z et |a| = 1.

Exercice : Montrer qu'il n'existe pas de solution stationnaire.

Démonstration.

Considérons o = 1. Alors par itération X = X¢—1 +¢er = Xe—p + Zf;ol g¢_; pour tout n € IN*.
Mais si (X;) stationnaire, alors en notant rx |'autocovariance de X, on a

E[(X: — Xt—n)?] = 2(rx(0) — rx(n)) = var<27;01 Et_,') =no2.




Processus ARMA : trois exemples (3)

Soit le processus tel que X; = a X;—1 + &¢ pour t € Z et |a| = 1.

Exercice : Montrer qu'il n'existe pas de solution stationnaire.

Démonstration.

Considérons o = 1. Alors par itération X = X¢—1 +¢er = Xe—p + Zf;ol g¢_; pour tout n € IN*.
Mais si (X;) stationnaire, alors en notant rx |'autocovariance de X, on a

E[(Xe — Xe—n)?] = 2(rx(0) — rx(n)) = var(Z,f’;ol st_,-) = no2. Donc

2
o . . . o . . .
— = — &
1—px(n)=n 31 (0) "—>+ 00, ce qui est impossible pour une série stationnaire car sinon on

devrait avoir 0 <1 — px(n) < 2.




Processus ARMA : trois exemples (3)

Soit le processus tel que X; = a X;—1 + &¢ pour t € Z et |a| = 1.

Exercice : Montrer qu'il n'existe pas de solution stationnaire.

Démonstration.

Considérons o = 1. Alors par itération X = X¢—1 +¢er = Xe—p + Zf;ol g¢_; pour tout n € IN*.
Mais si (X;) stationnaire, alors en notant rx |'autocovariance de X, on a
E[(Xe — Xe—n)?] = 2(rx(0) — rx(n)) = var(Z,'.’;ol st_,-) = no2. Donc
2

_ — O'E . . . o . . .
1— px(n) = n57%45 O pShe OO Ce quiest impossible pour une série stationnaire car sinon on
devrait avoir 0 <1 — px(n) < 2. )
Pour o= —1, Xt = —X;_1 +et = Xi_opn + E?:"o_l(—l)’st,;.




Processus ARMA : trois exemples (3)

Soit le processus tel que X; = a X;—1 + &¢ pour t € Z et |a| = 1.

Exercice : Montrer qu'il n'existe pas de solution stationnaire.

Démonstration.

Considérons o = 1. Alors par itération X = X¢—1 +¢er = Xe—p + Zf;ol g¢_; pour tout n € IN*.
Mais si (X;) stationnaire, alors en notant rx |'autocovariance de X, on a
E[(Xe — Xe—n)?] = 2(rx(0) — rx(n)) = var(Z,'.’;ol st_,-) = no2. Donc
2

_ — O'E . . . o . . .
1— px(n) = n57%45 O ohe OO Ceaui est impossible pour une série stationnaire car sinon on
devrait avoir 0 <1 — px(n) < 2.
PC?L{I’ a=—-1, Xe = —X¢—1 + et = Xe—on + Z?:"O_I(—l)’st,,-. On peut alors reprendre la preuve
utilisée pour le cas a = 1. O

v




Processus ARMA : un autre exemple

Soit le processus tel que X; = X;_1 +e&¢ —e¢_1 pour t € Z.



Processus ARMA : un autre exemple

Soit le processus tel que X; = X;_1 +e&¢ —e¢_1 pour t € Z.

Exercice : Montrer qu'il existe p.s. une infinité de solutions stationnaires a

cette équation.



Processus ARMA : un autre exemple

Soit le processus tel que X; = X;_1 +e&¢ —e¢_1 pour t € Z.

Exercice : Montrer qu'il existe p.s. une infinité de solutions stationnaires a
cette équation.

Démonstration.

Par itération Xy = Xi_o +er—1 —€r—2+et —e€t—1 =Xt—2+éet —€t—2 = Xe—p+6€t — €t—n.




Processus ARMA : un autre exemple

Soit le processus tel que X; = X;_1 +e&¢ —e¢_1 pour t € Z.

Exercice : Montrer qu'il existe p.s. une infinité de solutions stationnaires a
cette équation.

Démonstration.

Par itération Xy = Xi_o +er—1 —€r—2+et —e€t—1 =Xt—2+éet —€t—2 = Xe—p+6€t — €t—n.
Si on pose Y: = Xt — et alors on a Y = Yi—, pour tout n € N.




Processus ARMA : un autre exemple

Soit le processus tel que X; = X;_1 +e&¢ —e¢_1 pour t € Z.

Exercice : Montrer qu'il existe p.s. une infinité de solutions stationnaires a
cette équation.

Démonstration.

Par itération Xy = Xi_o +er—1 —€r—2+et —e€t—1 =Xt—2+éet —€t—2 = Xe—p+6€t — €t—n.

Si on pose Y: = Xt — et alors on a Y = Yi—, pour tout n € N.

Soit Z une variable aléatoire quelconque sur (2,.4). Alors Y; = Z pour tout t € Z solution p.s. de
I'équation précédente.




Processus ARMA : un autre exemple

Soit le processus tel que X; = X;_1 +e&¢ —e¢_1 pour t € Z.

Exercice : Montrer qu'il existe p.s. une infinité de solutions stationnaires a
cette équation.

Démonstration.

Par itération Xy = Xi_o +er—1 —€r—2+et —e€t—1 =Xt—2+éet —€t—2 = Xe—p+6€t — €t—n.

Si on pose Y: = Xt — et alors on a Y = Yi—, pour tout n € N.

Soit Z une variable aléatoire quelconque sur (2,.4). Alors Y; = Z pour tout t € Z solution p.s. de
I'équation précédente.

D'ot X; = Z + € est p.s. une solution de |'équation initiale et (X;) est bien stationnaire. O




Processus ARMA : conditions de stationnarité

Propriété (Unicité d'un processus linéaire)
Soit (Xt)tez un processus linéaire tel que Xy =) ., aiet—j = 0 pour tout
t eZ.




Processus ARMA : conditions de stationnarité

Propriété (Unicité d'un processus linéaire)
Soit (Xt)tez un processus linéaire tel que Xy = ., aiet—j = 0 pour tout
t € Z. Alors si 02 > 0, on a a; = 0 pour tout i € 7.




Processus ARMA : conditions de stationnarité

Propriété (Unicité d'un processus linéaire)

Soit (Xt)tez un processus linéaire tel que Xy = ., aiet—j = 0 pour tout
t € Z. Alors si 02 > 0, on a a; = 0 pour tout i € 7.

Démonstration.

g 2
On sait que >, af < oo.




Processus ARMA : conditions de stationnarité

Propriété (Unicité d'un processus linéaire)

Soit (Xt)tez un processus linéaire tel que Xy = ., aiet—j = 0 pour tout
t € Z. Alors si 02 > 0, on a a; = 0 pour tout i € 7.

Démonstration.

On sait que Y, a2 < 00. On a var(X:) = Y, a2 var(e;—;) car (t) est un bruit blanc.




Processus ARMA : conditions de stationnarité

Propriété (Unicité d'un processus linéaire)

Soit (Xt)tez un processus linéaire tel que Xy = ., aiet—j = 0 pour tout
t € Z. Alors si 02 > 0, on a a; = 0 pour tout i € 7.

Démonstration.

On sait que Y ;. a2 < 00. On a var(X:) = Y, a2 var(e;—;) car (t) est un bruit blanc. D’ou
var(Xe) = 02 3, a2




Processus ARMA : conditions de stationnarité

Propriété (Unicité d'un processus linéaire)

Soit (Xt)tez un processus linéaire tel que Xy = ., aiet—j = 0 pour tout
t € Z. Alors si 02 > 0, on a a; = 0 pour tout i € 7.

Démonstration.
On sait que Y ;. a2 < 00. On a var(X:) = Y, a2 var(e;—;) car (t) est un bruit blanc. D’ou
var(X;) = 02 > ;.5 a?. Comme X;: = 0 pour tout t € Z, on doit avoir 62 Y., a? =0, d'od

a; = 0 pour tout | € Z. O




Processus ARMA : conditions de stationnarité

Propriété (Unicité d'un processus linéaire)
Soit (Xt)tez un processus linéaire tel que Xy = ., aiet—j = 0 pour tout
t € Z. Alors si 02 > 0, on a a; = 0 pour tout i € 7.

Démonstration.

On sait que Y ;. a2 < 00. On a var(X:) = Y, a2 var(e;—;) car (t) est un bruit blanc. D’ou
var(X;) = 02 > ;.5 a?. Comme X;: = 0 pour tout t € Z, on doit avoir 62 Y., a? =0, d'od

a; = 0 pour tout | € Z. O

Conséquence : Deux processus linéaires indépendants égaux ont les mémes
coefficients (a une constante multiplicative prés).



Processus ARMA : conditions de stationnarité (2)

Définition
On appelle opérateur retard B sur R% I'application linéaire telle que :

B: (vi)tez € R (V))tez € R avec V) = v 1 pour tout t € Z.




Processus ARMA : conditions de stationnarité (2)

Définition

On appelle opérateur retard B sur R% I'application linéaire telle que :

B: (vi)tez € R (V))rez € RE avec v) = vi_1 pour tout t € Z.

Définition
A partir de cette définition de B, on note également :

BP = B,B, - oB pourp e N* et B = I, ;

B~! I'opérateur telle que Bo_lB =lyetBP=B1B;1...,B7L;
Pour P(x) = ag + aix + - - - + apxP, P(B) = agly + a1B+ - - + a,B";
Si e @ < oo, alors (Cauchy-Schwarz)

> aB : (ve)eez € P(R) = (D awves), € £2(R).
keN keN




Processus ARMA : conditions de stationnarité (3)

Intérét de I'opérateur B : on a

Xe+ar Xeo1 4+ apXep=et+biee 1+ +bgerq VteZ

P(x) = l14aix+---+apxP

= PBYXN) = QBN avee { o0 1 ety



Processus ARMA : conditions de stationnarité (3)

Intérét de I'opérateur B : on a

Xet+ar Xe1+ -+ apXep=ct+brer1+--+bger—gq VtEZ

P =1 P
= P(B)(X) = Q(B)(e) avec { Q((f()) - 11211122;
Propriété

Sia€]—1,1[ et P(x) =1 — ax, alors il existe P~ tel que
PoP™t = Po'P = Iy avec P71(x) = 332, akxk et (o) € A(R).




Processus ARMA : conditions de stationnarité (3)

Intérét de I'opérateur B : on a

Xet+ar Xe1+ -+ apXep=ct+brer1+--+bger—gq VtEZ

= PO - B e { o0 = 3 LRI

Propriété

Sia€]—1,1[ et P(x) =1 — ax, alors il existe P~ tel que
PoP™t = Po'P = Iy avec P71(x) = 332, akxk et (a¥) € A(R).
De méme si |a| > 1, avec P~Y(B) = — 332, a kB k.




Processus ARMA : conditions de stationnarité (3)

Intérét de I'opérateur B : on a

Xet+ar Xe1+ -+ apXep=ct+brer1+--+bger—gq VtEZ

= PO - B e { o0 = 3 LRI

Propriété

Sia€]—1,1[ et P(x) =1 — ax, alors il existe P~ tel que
PoP™t = Po'P = Iy avec P71(x) = 332, akxk et (a¥) € A(R).
De méme si |a| > 1, avec P~Y(B) = — > 3%, a kB~ K

Propr'é té
P(x) =1+ aix+ -+ apxP et xg # %1 racine réelle de P telle que
P(x) = (x — x0) R(x), alors (1 — B/xg)"1P(B) = xo R(B).

Démonstration.

On peut écrire que P(B) = (1 — B/x0) xo R(B) et (1 — B/xp) ™! existe d'aprés ce qui précéde. [

v




Processus ARMA : conditions de stationnarité (4)

Propriété

Si X vérifie P(B)(X) = Q(B)(e) équation ARMA(p, q), si xo # £1 racine
commune de P et Q, P(x) = (x — xo)Rp(x) et Q(x) = (x — x0)Rg(x),
alors X vérifie I'équation ARMA(p —1,q9 — 1), Rp(B)(X) = Rg(B)(¢).




Processus ARMA : conditions de stationnarité (4)

Propriété

Si X vérifie P(B)(X) = Q(B)(e) équation ARMA(p, q), si xo # £1 racine
commune de P et Q, P(x) = (x — xo)Rp(x) et Q(x) = (x — x0)Rg(x),
alors X vérifie I'équation ARMA(p —1,q9 — 1), Rp(B)(X) = Rg(B)(¢).

Démonstration.

Immédiat en composant par (1 — B/xo) 1.




Processus ARMA : conditions de stationnarité (4)

Propriété

Si X vérifie P(B)(X) = Q(B)(e) équation ARMA(p, q), si xo # £1 racine
commune de P et Q, P(x) = (x — xo)Rp(x) et Q(x) = (x — x0)Rg(x),
alors X vérifie I'équation ARMA(p —1,q9 — 1), Rp(B)(X) = Rg(B)(¢).

Démonstration.

Immédiat en composant par (1 — B/xo) 1. O

Propriété

Si P(x) =14 aix+ -+ apxP est scindé dans R avec des racines # +1,
sans racine commune avec Q, alors P(B)(X) = Q(B)(e) définit un
processus ARMA(p, q) stationnaire.




Processus ARMA : conditions de stationnarité (5)

Proposition
Si X vérifie P(B)(X) = Q(B)(¢), les racines de P(x) = 1+ ajx+-- -+ apx?
sont en dehors du disque unité, soit P(z) # 0 pour |z| <1,




Processus ARMA : conditions de stationnarité (5)

Proposition
Si X vérifie P(B)(X) = Q(B)(¢), les racines de P(x) = 1+ ajx+-- -+ apx?
sont en dehors du disque unité, soit P(z) # 0 pour |z| <1, et sans racine
commune avec Q alors (X;) est un processus ARMA(p, q) et s'écrit p.s.
comme un unique processus linéaire causal : pourt € Z

(0.9}

Xt:Zu,-at_; avec |up| < Cp" pourneN, 0< Cet0<p<l.
i=0




Processus ARMA : conditions de stationnarité (5)

Proposition
Si X vérifie P(B)(X) = Q(B)(¢), les racines de P(x) = 1+ ajx+-- -+ apx?
sont en dehors du disque unité, soit P(z) # 0 pour |z| <1, et sans racine
commune avec Q alors (X;) est un processus ARMA(p, q) et s'écrit p.s.
comme un unique processus linéaire causal : pourt € Z

(0.9}

Xt:Zu;at_; avec |up| < Cp" pourneN, 0< Cet0<p<l.
i=0

Démonstration.

Supposons que X; = > 2 ujer_; pour tout t € Z avec % u? < co.




Processus ARMA : conditions de stationnarité (5)

Proposition
Si X vérifie P(B)(X) = Q(B)(¢), les racines de P(x) = 1+ ajx+-- -+ apx?
sont en dehors du disque unité, soit P(z) # 0 pour |z| <1, et sans racine
commune avec Q alors (X;) est un processus ARMA(p, q) et s'écrit p.s.
comme un unique processus linéaire causal : pourt € Z

(0.9}

Xt:Zu;at_; avec |up| < Cp" pourneN, 0< Cet0<p<l.
i=0

Démonstration.
Supposons que X: = >_7° uje¢—; pour tout t € Z avec > % u? < co. Alors
Xe—k = 22720 Ui €e—k—i = D72 Uj—k Et—i pour k >0, d'oil
Xe+ a1 Xeo1+-+apXe—p=> (ui+arui1+ - +apui_p)er;
i=p
+ (Up—1 +arup—2+ -+ ap_1U0)er_(p—1) + - + (U1 + a1u0)er—1 + Uoer

D)




Processus ARMA : conditions de stationnarité (6)

Suite de preuve.
siXe+a1Xe—1+ -+ apXe—p=ct+brer—1+ -+ bget—q pour tout t € Z,




Processus ARMA : conditions de stationnarité (6)

Suite de preuve.

siXe+a1Xe—1+ -+ apXe—p=ct+bier—1+ -+ bget—q pour tout t € Z, d’aprés |'unicité
d'écriture d'un processus linéaire,




Processus ARMA : conditions de stationnarité (6)

Suite de preuve.

siXe+a1Xe—1+ -+ apXe—p=ct+bier—1+ -+ bget—q pour tout t € Z, d’aprés |'unicité
d'écriture d'un processus linéaire, on a

ug = 1




Processus ARMA : conditions de stationnarité (6)

Suite de preuve.

siXe+a1Xe—1+ -+ apXe—p=ct+bier—1+ -+ bget—q pour tout t € Z, d’aprés |'unicité

d'écriture d'un processus linéaire, on a

20]
u1 + aiuo

1
by




Processus ARMA : conditions de stationnarité (6)

Suite de preuve.
siXe+a1Xe—1+ -+ apXe—p=ct+bier—1+ -+ bget—q pour tout t € Z, d’aprés |'unicité
d'écriture d'un processus linéaire, on a

1
by

20]
u1 + aiuo

0 pour tout i > max(p, q)

uitaiuj—1 +---+apuj_p




Processus ARMA : conditions de stationnarité (6)

Suite de preuve.

siXe+a1Xe—1+ -+ apXe—p=ct+bier—1+ -+ bget—q pour tout t € Z, d’aprés |'unicité
d'écriture d'un processus linéaire, on a

ug = 1
u1 + aruo = b
uj+aiuj_1+---+apui_p, = 0 pourtouti> max(p, q)

L'équation u; + ajuj_1 +--- + apuj_p, = 0 pour tout i > max(p, q) définit une suite récurrente
linéaire d’ordre p.




Processus ARMA : conditions de stationnarité (6)

Suite de preuve.

siXe+a1Xe—1+ -+ apXe—p=ct+bier—1+ -+ bget—q pour tout t € Z, d’aprés |'unicité
d'écriture d'un processus linéaire, on a

ug = 1
u1 + aruo = b
uj+aiuj_1+---+apui_p, = 0 pourtouti> max(p, q)

L'équation u; + ajuj_1 +--- + apuj_p, = 0 pour tout i > max(p, q) définit une suite récurrente
linéaire d’ordre p. Son polynéme caractéristique est
X(X) = XP + a1 XP~1 + ... 4 a2, = XP P(1/X).




Processus ARMA : conditions de stationnarité (6)

Suite de preuve.
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Remarque : On peut montrer plus généralement que si P a ses racines en
dehors du cercle unité, alors il existe p.s. une unique solution sous forme de

processus linéaire.
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Remarque : On peut montrer plus généralement que si P a ses racines en
dehors du cercle unité, alors il existe p.s. une unique solution sous forme de
processus linéaire. Mais pour que cette solution soit causale (essentiel dans
ce cours), il faut que P(z) # 0 pour |z| < 1.

Remarque : Les conditions de stationnarité ne portent que sur les a; (partie
AR) et non sur les b; (partie MA) quand il n'y a pas de racines communes
entre P et Q.
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wo . .
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Propriété
Un processus ARMA(p, q) causal de bruit blanc () gaussien est gaussien.
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q9 q q—k
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comme les racines de P sont en dehors du disque unité, on a bien |rx(n)| < Cp".

O

y




Propriétés des processus ARMA (3)

Preuve de |'équation de Yule-Walker.
On a pour k € N
Xet+arXe—1+--+apXe—p = ertbier—1+-+bget—q
= XewXe +a1 Xy Xe—1+ -+ ap Xe_k Xe—p Xt—k(at +bier—1+ -+ by Et_q)
E[Xe—Xe| + a1 E[Xe—y Xe—1] + -+ - + ap E[Xe— ik X¢—p] E[X;—k(et +bret—1+ -+ bgert
= rx(k)+airx(k—1)+---+aprx(k—p) = 0

dés que k > g + 1 car (X;) est causal donc X;_j indépendant de ¢¢, de e;_1 et de e;—q. Enfin,
comme les racines de P sont en dehors du disque unité, on a bien |rx(n)| < Cp". O

y

Exercice : (X;) processus ARMA(1,1) causal X¢ = aXi—1 + &+ fee—1
avec pour t € Z
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D’aprés Yule-Walker, rx(k) = arx(k — 1) pour k > 2.
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Processus ARMA : corrélogramme

Proposition
Soit (Xt)tez un processus ARMA(p, q) stationnaire causal. Soit p(-) son

~

autocorrélation et p(-) son autocorrélation empirique calculée sur
(X1y..oy Xn).
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Proposition
Soit (Xt)tez un processus ARMA(p, q) stationnaire causal. Soit p(-) son
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autocorrélation et p(-) son autocorrélation empirique calculée sur
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Démonstration.
Voir le chapitre 3.




Processus ARMA : corrélogramme

Proposition

Soit (Xt)tez un processus ARMA(p, q) stationnaire causal. Soit p(-) son
autocorrélation et p(-) son autocorrélation empirique calculée sur
(Xi,...,Xn). Alors :

p(k) 2, p(k) pour tout k € IN
n——+o00

Démonstration.
Voir le chapitre 3. O

Conséquence : I'ACF converge vers les autocorrélations théoriques
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Processus GARCH

Définition (Engle, 1982 et Bollersev, 1986)

Un processus GARCH(p, q) ot (p, q) € IN? est une série (X¢)tcz
stationnaire telle que pourt € 7Z :
Xe=cior et o2=ay+a XZ + +ap X2 ,+bior+ -+bgor,

ou :
@ (e¢) bruit blanc de variance 1;
® ap >0, (a1,...,ap, bi1,...,bq) €[0,00)PT9 avec a, # 0 et by # 0.

Cas particulier :

@ Si g =0, un GARCH(p, q) est un ARCH(p) (Conditionnaly
Heteroskedastic Auto-Regressive);
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Conditions de stationnarité d'un processus GARCH(1,1)

Propriété
Un processus GARCH(1,1) est stationnaire si et seulement si
E[log(ay 3 + b1)] < 0 et il vérifie alors p.s.

> 1/2
X; = /a et (1 +5 (are2 s + bu)(ar €2y 4 br) x - x (a1 €5 + bl))
j=1

Remarques :
@ Si ag = 0 alors X; =0 p.s. pour tout t € Z.

@ Si a; + by < 1, en utilisant I'inégalité de Jensen,
E[log(ai1 €3 + b1)] < log (E[a13 + b1]) < log(a1 + b1) < 0.
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stationnaire,
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j=1
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Preuve de la stationnarité d'un processus GARCH(1, 1)

Démonstration.

On déduit :
i 1/2

Xt = +/ag &t (1 + Za(ﬁt—ﬂa(&t—z) X +ee X oz(at_j)) presque siirement. (2)

j=1

On peut montrer I'unicité de cette solution : si X; = e:0’(t) avec 022 =ap + 04(81:—1)0;31

stationnaire, en utilisant I'itération précédente, on a

’ !
02 — 0 = aler—1)alee—2) X - X alee-n) (02, — 0i2,) 5 0.

Si E[log(a1e3 + b1)] = E[log(ca(e2))] > 0, o
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Preuve de la stationnarité d'un processus GARCH(1, 1)

Démonstration.
On déduit :
1/2

Xt = +/ao et (1 + Za(st—ﬂa(&t—z) X +ee X oz(at_j)> presque siirement. (2)
j=1

2= a0+ ofee-1)0,2,

On peut montrer I'unicité de cette solution : si X; = e:0'(t) avec a:
stationnaire, en utilisant I'itération précédente, on a
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Si E[log(ai1e3 + b1)] =E[log(a(€2))] > 0, oil
2> ap (1 + 300 ale—1)a(ee—2) X - X a(at_j)) pour tout n € IN, en utilisant également la

régle de Cauchy,
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Preuve de la stationnarité d'un processus GARCH(1, 1)

Démonstration.
On déduit :
Xt = v/ao et (1 + Za(st—ﬂa(&t_z) X -ee X a(at_j)>1/2 presque siirement. (2)

j=1
On peut montrer I'unicité de cette solution : si X; = e:0’(t) avec 022 =ap + a(at_l)a;"il
stationnaire, en utilisant I'itération précédente, on a
a2 — 0';2 = afer—1)a(er—2) X -+ - X a(st_n)(affn — 0;27") n%)o 0.
Si E[log(ai1e3 + b1)] =E[log(a(€2))] > 0, oil
2> ap (1 + 300 ale—1)a(ee—2) X - X a(at_j)) pour tout n € IN, en utilisant également la
régle de Cauchy, on montre que et 3 7 ; a(ee—1)a(er—2) X -+ X aer—j) el + oo donc il

n'existe pas de solution stationnaire.
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Démonstration.
On déduit :
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Xt = +/ao et (1 + Za(st—ﬂa(&t—z) X +ee X oz(at_j)> presque siirement. (2)
j=1
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On peut montrer I'unicité de cette solution : si X; = e:0'(t) avec 0,2 = ag + a(at_l)atil

stationnaire, en utilisant I'itération précédente, on a
’ ’ .S,
02 — 0.2 = a(et—1)afer—2) X -+ X alet—n)(02_, — 0,2,) n%)o 0.
Si E[log(ai1e3 + b1)] =E[log(a(€2))] > 0, oil
2> ap (1 + 300 ale—1)a(ee—2) X - X a(st_j)) pour tout n € IN, en utilisant également la
régle de Cauchy, on montre que et 3 7 ; a(ee—1)a(er—2) X -+ X aer—j) = + oo donc il
n——+oo

n'existe pas de solution stationnaire.
Si E[log(a1e] + b1)] = E[log(c(£3))] =0,
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Démonstration.
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Xt = +/ao et (1 + Za(st—ﬂa(&t—z) X +ee X oz(at_j)> presque siirement. (2)
j=1
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On peut montrer I'unicité de cette solution : si X; = e:0'(t) avec 0,2 = ag + a(at_l)atil

stationnaire, en utilisant I'itération précédente, on a
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Si E[log(ai1e3 + b1)] =E[log(a(€2))] > 0, oil
2> ap (1 + 300 ale—1)a(ee—2) X - X a(st_j)) pour tout n € IN, en utilisant également la
régle de Cauchy, on montre que et 3 7 ; a(ee—1)a(er—2) X -+ X aer—j) el + oo donc il
n'existe pas de solution stationnaire.
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On peut montrer I'unicité de cette solution : si X; = e:0'(t) avec 0,2 = ag + a(at_l)atil

stationnaire, en utilisant I'itération précédente, on a
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stationnaire existe, il faut que la série converge p.s.,
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On peut montrer I'unicité de cette solution : si X; = e:0'(t) avec 0,2 = ag + a(at_l)atil

stationnaire, en utilisant I'itération précédente, on a
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On peut montrer I'unicité de cette solution : si X; = e:0'(t) avec 0,2 = ag + a(at_l)atil

stationnaire, en utilisant I'itération précédente, on a

o2 — 0';2 = a(et—1)a(et—2) X -+ X a(et—n) (02, — 0;27") n%)o 0.

Si E[log(a1e2 + b1)] =E[log(a(2))] > 0, ot

2> ap (1 + 300 ale—1)a(ee—2) X - X a(st_j)) pour tout n € IN, en utilisant également la
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n'existe pas de solution stationnaire.
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a2 > ag (1 + 207 aler—1)afer—2) X -+ X a(st,j)) pour tout n € IN. Pour qu’une solution
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On peut montrer I'unicité de cette solution : si X; = e:0'(t) avec 0,2 = ag + a(at_l)atil

stationnaire, en utilisant I'itération précédente, on a

o2 — 0';2 = a(et—1)a(et—2) X -+ X a(et—n) (02, — 0;27") n%)o 0.

Si E[log(a1e2 + b1)] =E[log(a(2))] > 0, ot
2> ap (1 + 300 ale—1)a(ee—2) X - X a(st_j)) pour tout n € IN, en utilisant également la
régle de Cauchy, on montre que et > 7 | a(et—1)a(er—2) X -+ X a(e—j) " + oo donc il
n——+oo

n'existe pas de solution stationnaire.
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Xt = +/ao et (1 + Za(st—ﬂa(&t—z) X +ee X oz(at,j)> presque siirement. (2)
j=1

2

. e, . - ’ !
On peut montrer I'unicité de cette solution : si X; = e:0'(t) avec 0,2 = ag + a(at_l)atil

stationnaire, en utilisant I'itération précédente, on a

o2 — 0';2 = a(et—1)a(et—2) X -+ X a(et—n) (02, — 0;27") n%)o 0.

Si E[log(a1e2 + b1)] =E[log(a(2))] > 0, ot

2> ap (1 + 300 ale—1)a(ee—2) X - X a(st_j)) pour tout n € IN, en utilisant également la
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Démonstration.
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Xt = \/ag et (1 + Za(st—ﬂa(&t—z) X +ee X oz(at,j)> / presque siirement. (2)
j=1
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On peut montrer 'unicité de cette solution : si X; = et0”(t) avec 0,2 = ag + a(er—1)0,2 ;
stationnaire, en utilisant I'itération précédente, on a

o2 — 0';2 = a(et—1)a(et—2) X -+ X a(et—n) (02, — 0;27") n%)o 0.

Si E[log(a1e2 + b1)] =E[log(a(2))] > 0, ot

2> ap (1 + 300 ale—1)a(ee—2) X - X a(st_j)) pour tout n € IN, en utilisant également la
régle de Cauchy, on montre que et > 7 | a(et—1)a(er—2) X -+ X a(e—j) e + oo donc il
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Si E[log(a1e3 + b1)] = E[log(a(£3))] =0, on a

a2 > ag (1 + 207 aler—1)afer—2) X -+ X a(st,j)) pour tout n € IN. Pour qu’une solution
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aléatoire centrée qui ne peut converger p.s. vers —co (P (Y7, log(a(e:—;)) > 0) = 1/2
n—+o00
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Conditions de stationnarité d'ordre 2 d'un processus
GARCH(L,1)

Propriété

Processus GARCH(1, 1) stationnaire d’ordre 2 si et seulement si a; + by < l.J




Conditions de stationnarité d'ordre 2 d'un processus
GARCH(L,1)

Propriété

Processus GARCH(1, 1) stationnaire d’ordre 2 si et seulement si a; + by < 1.

Démonstration.

— Si X a un moment d'ordre 2, stationnaire d'ordre 2,
E[X?] = E[07] = a0 + a1 E[X? ;] + b1 E[07_,],




Conditions de stationnarité d'ordre 2 d'un processus
GARCH(L,1)

Propriété

Processus GARCH(1, 1) stationnaire d’ordre 2 si et seulement si a; + by < 1.

Démonstration.

— Si X a un moment d'ordre 2, stationnaire d'ordre 2,
E[X?] = E[o?] = a0 + a1 E[X?_ ;] + b1 E[0?_,], d’ou I'équation
E[on] = ap + a1 E[Xg] + by E[Xg],




Conditions de stationnarité d'ordre 2 d'un processus
GARCH(L,1)

Propriété

Processus GARCH(1, 1) stationnaire d’ordre 2 si et seulement si a; + by < 1.

Démonstration.

— Si X a un moment d'ordre 2, stationnaire d'ordre 2,
E[X?] = E[o?] = a0 + a1 E[X?_ ;] + b1 E[0?_,], d’ou I'équation
E[XZ] = a0 + a1 E[XZ2] + b1 E[X2], soit :

ag

EXl =1 o, — ath<t




Conditions de stationnarité d'ordre 2 d'un processus
GARCH(L,1)

Propriété

Processus GARCH(1, 1) stationnaire d’ordre 2 si et seulement si a; + by < 1.

Démonstration.
— Si X a un moment d’'ordre 2, stationnaire d'ordre 2,
E[X?] = E[o?] = a0 + a1 E[X?_ ;] + b1 E[0?_,], d’ou I'équation
E[XZ] = a0 + a1 E[XZ2] + b1 E[X2], soit :
EXGl=—2 _ — a+b<l
1-— ar — b]
<= Siay+ b1 <1et E(e2) =1 alors E[log(a12 + b1)] <0




Conditions de stationnarité d'ordre 2 d'un processus
GARCH(L,1)

Propriété

Processus GARCH(1, 1) stationnaire d’ordre 2 si et seulement si a; + by < 1.

Démonstration.
— Si X a un moment d'ordre 2, stationnaire d'ordre 2,
E[X?] = E[o?] = a0 + a1 E[X?_ ;] + b1 E[0?_,], d’ou I'équation
E[XZ] = a0 + a1 E[XZ2] + b1 E[X2], soit :
EXGl=— 2 = at+th<l
1-— ar — b]
<= Siay+ b1 <1et E(g2) =1 alors E[log(a12 + b1)] < 0 d'o X stationnaire




Conditions de stationnarité d'ordre 2 d'un processus
GARCH(L,1)

Propriété

Processus GARCH(1, 1) stationnaire d’ordre 2 si et seulement si a; + by < 1.

Démonstration.
— Si X a un moment d'ordre 2, stationnaire d'ordre 2,
E[X?] = E[o?] = a0 + a1 E[X?_ ;] + b1 E[0?_,], d’ou I'équation
E[XZ] = a0 + a1 E[XZ2] + b1 E[X2], soit :

EXGl=— 2 = at+th<l

1-— ar — b]

<= Siay+ b1 <1et E(e2) =1 alors E[log(a1e2 + b1)] < 0 d’oll X stationnaire et s'écrit sous
la forme (2).




Conditions de stationnarité d'ordre 2 d'un processus
GARCH(L,1)

Propriété

Processus GARCH(1, 1) stationnaire d’ordre 2 si et seulement si a; + by < 1.

Démonstration.
— Si X a un moment d'ordre 2, stationnaire d'ordre 2,
E[X?] = E[o?] = a0 + a1 E[X?_ ;] + b1 E[0?_,], d’ou I'équation
E[XZ] = a0 + a1 E[XZ2] + b1 E[X2], soit :

E[Xg]:aio — a1+ b <1.

1-— ar — b]

<= Siay+ b1 <1et E(e2) =1 alors E[log(a1e2 + b1)] < 0 d’oll X stationnaire et s'écrit sous
la forme (2). D'oil X stationnaire d'ordre 2 si E[X2] < oco.




Conditions de stationnarité d'ordre 2 d'un processus
GARCH(L,1)

Propriété

Processus GARCH(1, 1) stationnaire d’ordre 2 si et seulement si a; + by < 1.

Démonstration.

— Si X a un moment d'ordre 2, stationnaire d'ordre 2,
E[X?] = E[o?] = a0 + a1 E[X?_ ;] + b1 E[0?_,], d’ou I'équation
E[XZ] = a0 + a1 E[XZ2] + b1 E[X2], soit :
E[Xg]:aio — a1+ b <1.
1-— ar — b]
<= Siay+ b1 <1et E(e2) =1 alors E[log(a1e2 + b1)] < 0 d’oll X stationnaire et s'écrit sous
la forme (2). D'oll X stationnaire d’ordre 2 si E[XZ] < co. Avec (2) et I'indépendance des (c:)




Conditions de stationnarité d'ordre 2 d'un processus
GARCH(L,1)

Propriété

Processus GARCH(1, 1) stationnaire d’ordre 2 si et seulement si a; + by < 1.

Démonstration.
— Si X a un moment d'ordre 2, stationnaire d'ordre 2,
E[X?] = E[o?] = a0 + a1 E[X?_ ;] + b1 E[0?_,], d’ou I'équation
E[XZ] = a0 + a1 E[XZ2] + b1 E[X2], soit :

E[Xg]:aio — a1+ b <1.

1-— ar — b]

<= Siay+ b1 <1et E(e2) =1 alors E[log(a1e2 + b1)] < 0 d’oll X stationnaire et s'écrit sous
la forme (2). D’oll X stationnaire d'ordre 2 gioE[on] < oco. Avec (2) et I'indépendance des (£¢)

E[X?] = aoE[¢?] E[l + Za(st_1)a(st_2) X oee X a(st,j)]
j=1




Conditions de stationnarité d'ordre 2 d'un processus
GARCH(L,1)

Propriété

Processus GARCH(1, 1) stationnaire d’ordre 2 si et seulement si a; + by < 1.

Démonstration.
— Si X a un moment d'ordre 2, stationnaire d'ordre 2,
E[X?] = E[o?] = a0 + a1 E[X?_ ;] + b1 E[0?_,], d’ou I'équation
E[XZ] = a0 + a1 E[XZ2] + b1 E[X2], soit :

E[Xg]:aio — a1+ b <1.

1-— ar — b]

<= Siay+ b1 <1et E(e2) =1 alors E[log(a1e2 + b1)] < 0 d’oll X stationnaire et s'écrit sous
la forme (2). D’oll X stationnaire d'ordre 2 gioE[on] < oco. Avec (2) et I'indépendance des (£¢)

E[X?] a0 E[e?] E[l + Za(st_1)a(st_2) X oee X a(st,j)]
j=1

20(1+ Y Ela(ee—1)] Ela(ee—2)] x - x Ela(e;—))])

j=t




Conditions de stationnarité d'ordre 2 d'un processus
GARCH(L,1)

Propriété

Processus GARCH(1, 1) stationnaire d’ordre 2 si et seulement si a; + by < 1.

Démonstration.
— Si X a un moment d'ordre 2, stationnaire d'ordre 2,
E[X?] = E[o?] = a0 + a1 E[X?_ ;] + b1 E[0?_,], d’ou I'équation
E[XZ] = a0 + a1 E[XZ2] + b1 E[X2], soit :

E[Xg]:aio — a1+ b <1.

1-— ar — b]

<= Siay+ b1 <1et E(e2) =1 alors E[log(a1e2 + b1)] < 0 d’oll X stationnaire et s'écrit sous
la forme (2). D'oll X stationnaire d’ordre 2 si E[X2] < co. Avec (2) et I'indépendance des (e¢)

E[X?] a0 E[e?] E[l + Za(st 1)a(er—2) X -+ X a(st,j)]

= ag(l

= 30(1+

Ela(et—1)] Ela(et—2)] x -+ x Ela(e:—)])
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|
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2 ao
a1+ b f):i.
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Conditions de stationnarité d'un processus GARCH(p, q)

Remarque : CNS de stationnarité pour un GARCH(p, q) trop complexe!
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e Un processus GARCH ne peut jamais étre un processus gaussien
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© Estimation, test et sélection de modéle

@ Prediction
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Définition
(Xk)kez est un processus FARIMA(p, d, q) ot —0.5 < d < 0.5 et
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(Xk)kez est un processus FARIMA(p, d, q) ot —0.5 < d < 0.5 et
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avec (&) bruit blanc de variance ag, ap, bg non nuls, T(x) = [t le~tdt.

V.

Commentaire : @ Avec P(x) =1+ aix+...+apxP, P(z) # 0 pour |z| <1

e On a pour tout |x| < 1,

_ ~d(d+1)x o x(d+k—1) , o~ T(k+d)
S ¢ e
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Démonstration.

Ona Xy = > 7, vies—j avec |vy| < Cp". Comme (et) processus linéaire, par composition des
filtres linéaires, (X:) processus linéaire. Et comme 3~ |v;| < oo et (e;) stationnaire et stationnaire
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De plus, rx(k) = 32750 o750 vivj re(k + i —j) =
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a wy < Cplél. On montre ainsi que
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Remarque : On a p(+) n_}—i; p(+) : ACF estime p
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Processus APARCH [Ding, Granger et Engle, 1993]

Définition
(Xk)kez est un processus APARCH(S, p,q) si X; = eror et
U? = wo + a1 (| Xe—1] —m Xt—l)(s + o+ ap([ Xe—p| —7p Xt—p)(s
+bioy 4+ bgoi_,

ou :
o (e¢) bruit blanc de variance 1;
@ wy>0,6>0,a >0, ijO,’y;G[—l,l], a,,;éOetbq;éO
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Définition
(Xk)kez est un processus APARCH(S, p,q) si X; = eror et
U? = wo + a1 (| Xe—1] —m Xt—l)(S + o+ ap([ Xe—p| —7p Xt—p)(s
+bioy 4+ bgoi_,

ou :
o (e¢) bruit blanc de variance 1;
@ wy>0,6>0,a >0, ijO,’y;G[—l,l], a,,;éOetbq;éO

Remarque : e Condition de stationnarité compliquée, voir aprés
e Bruit blanc faible : rx(k) = 0 pour |k| > 1.

e Variance conditionnelle non constante et dépendant du signe des valeurs
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Processus AR(o0) et ARCH(o0)

Définition
(Xk)kez est un processus AR(co) stationnaire causal et E[|Xo|"] < oo si

[o¢] [o¢]
Xt:est—f-ZakXt_k avec Z|a,-| <1
k=1 i=1

ou (g¢) bruit blanc tel que E[|eg|"] < oo.

Définition
(Xk)kez est un processus ARCH(oo) stationnaire causal et E[|Xp|"] < oo si
X, = &, <a0 —|—Zakth_k> avec (Eleol D)"Y va < 1.
k=1 i=1

Exercice : Comparer les conditions de stationnarité pour AR(2).



Plan du cours

@ Définitions, stationnarité et dépendance

© Exemples de séries chronologiques

© Estimation, test et sélection de modéle
o Convergence pour les processus affines causaux

@ Prediction
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Processus causaux et convergence

Propriété
Soit (&t)tez un bruit blanc, H: R*™ — R et (X;)tez une série telle que

Xt = H({t,ﬁt—l, .. ) pour teZ.
Q SiH(&,&-1,...) existe p.s. alors (X:) est une série stationnaire ;
@ Si E[|Xo|] = E[[H(&0, -1, ---)]] < oo,

X, "jsgo E[Xo] = E[H(&0,¢-1,-..)]

© SiE[X,|&n-1,&n—2,...] =0 et E[X?] < oo, (X,) est une différence de
martingale et X, é) N0, IE[X02]).

Exemple : Un processus GARCH est une différence de martingale.
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Convergence des moments

Théoréme (Doukhan et Wintenberger (2008))

Soit (X:)tez tel que X; = M(Xt—l, Xt—2,.. ) §t + F(Xt—17 Xt—2,.. )

On suppose que f et M de classe C! et il existe C > 0, p € [0, 1] tels que
max {;(F), ai(M)} < Cp' pour tout i € N.
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Soit (Xt)teZ te/ que Xt = M(Xt_]_, Xt—2a oo ) ft aF F(Xt_]_, Xt—2; oo )
On suppose que f et M de classe C! et il existe C > 0, p € [0, 1] tels que

max {a;(F), a;(M)} < Cp’  pour tout i € N.
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1/4
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Vi (7ali) = rx(i)) =5 N1 (0, T(m)),
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Convergence des moments

Théoréme (Doukhan et Wintenberger (2008))

Soit (Xt)teZ te/ que Xt = M(Xt_]_, Xt—2a oo ) ft aF F(Xt_]_, Xt—2; oo )
On suppose que f et M de classe C! et il existe C > 0, p € [0, 1] tels que

max {a;(F), a;(M)} < Cp’  pour tout i € N.

@ SIE[2] <oo et 2, ai(F)+ ai(M) (E[2])"* < 1, alors

vnX, _% N(0,7%) avec 4% =2rf(0)= er(é).
LeZ

1/4

Q SiE[g] < oo et Y2 oi(F)+ ai(M) (E[&]) " < 1, alors

Vi (7a(i) = rx()) o< i< m = N (0, %(m)),

n—o0

avec £(m) = (D (E[XoXiXiXkts] = rx(1)rx())) o<s i< m-
kEZ

Démonstration.

Troi Ioni 0
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Convergence des moments (2)

Corollaire
Sous les mémes hypothéses,

Vn (pn(i) — p(i))1gi§m néo Nm(0, T(m))

avec I'j(m) = 21 Z (E[XoXiXkXerj] — rx()rx (j))-
rX(O) kEZ
Remarques :
: : E[x2x?]
© Pour processus GARCH, I'(m) diagonale, termes diagonaux = r2(0)’
X

donc pas tous égaux a 1 comme pour un bruit blanc fort

@ Non valide pour FARIMA(p, d,q) avec 0 < d <  : vitesse en n! =21



Plan du cours

@ Définitions, stationnarité et dépendance

© Exemples de séries chronologiques

© Estimation, test et sélection de modéle

@ Estimation semi-paramétrique

@ Prediction
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Estimation par maximum de vraisemblance

Xi = MG(thl,Xt—L . )gt + Fe(Xt—LXt—% . )

On veut estimer 6 € RY a partir de (X1,...,X,) trajectoire observée.

Premiére idée : Utiliser le maximum de vraisemblance
@ Requiert la connaissance de la loi de (Xi,..., X))
@ En dehors du cas gaussien, quasiment impossible car dépendance!

o Et les GARCH(p, g) ne sont jamais gaussiens!
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Estimation par maximum de vraisemblance (2)

Xt = Mo (Xe—1, Xe—2, ... ) & + Fo(Xe—1, Xe—2, .. .)
Seconde idée : Utiliser le maximum de vraisemblance conditionnel
= On calcule la densité de (X, ..., X,) sachant (Xp, X_1,...).
On obtient alors la vraisemblance conditionnelle :

Vo(X1, ... Xn) = F(Xp | Xn—1, Xn_2,...)
X f(Xn_l | Xn_Q,Xn_3,...) X oo X f(Xl | Xo,X_l,...)

Si (&:) gaussien NV(0,1), Xi est gaussien sachant Xi_1, Xik_2,... dol :

:i ! exp(fl(inFg(kalzxkfz,...))2>
v2m My (s, Xz ) 2 M3 (Xi—1, Xk—2,---)

f(Xk | Xi—15Xk—2, - - )
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Estimation par maximum de vraisemblance (3)

On obtient alors la log-vraisemblance conditionnelle :

1
Lo(Xa,- s Xa) = =5 <n log(21)+

n X —Fe(Xt—l Xt—2 ))2
log (M2 (Xo_1. X, . . +( ‘ —
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t=1
Mais Xy, X_1, ... non observées alors que par exemple pour un MA(1) on a
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k=0



Estimation par maximum de vraisemblance (3)

On obtient alors la log-vraisemblance conditionnelle :

1
Lo(Xa,- s Xa) = =5 (n log(21)+

n X —Fe(Xt—l Xt—2 ))2
log (M2 (Xo_1. X, . . +( ‘ —
Z og( 9( t—1, Xt—2 )) Mez(thl,th%---) )

t=1

Mais Xy, X_1, ... non observées alors que par exemple pour un MA(1) on a
(o]

Fo(Xe-1,...) = b Z(_bl)kxtflfk
k=0

{ l\:{\’g:M‘g(Xt_]_,...,X]_,0,0,...)
Ff=Fp(Xe-1,...,X1,0,0,...)

Mo (Xe—1, Xe—2, ... )

remplace { Fe(th,thz, . )
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On obtient alors la quasi-log-vraisemblance conditionnelle :

_ 15, L XA
Lo(X1,...,Xn) = (Z'g(Ma (M§)2 )
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On obtient alors la quasi-log-vraisemblance conditionnelle :

X, — F})?
Lo(Xi, ...\ Xo :—f(Zbg ((M2)? (Wg)g))

On définit I'estimateur par quasi-maximum de vraisemblance QMLE :
¢/9\,, = ArgmaxZQ(Xl, ooy Xn)
0cO
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On obtient alors la quasi-log-vraisemblance conditionnelle :
(X —

F)°
Lo(Xi, ...\ Xo :—7( log (M) Ai)
Z I
On définit I'estimateur par quasi-maximum de vraisemblance QMLE :

0, =A Lo( X, ... X,
rgréneaé( 0( 1, 3 )

Exemples :
@ Pour un processus AR(p),

n

~ 2



Estimation par quasi-maximum de vraisemblance (4)

On obtient alors la quasi-log-vraisemblance conditionnelle :
L X

F)°
Lo(Xi, ...\ Xo :—7( log (M) Ai)
Z Py
On définit I'estimateur par quasi-maximum de vraisemblance QMLE :

0, =A Lo( X, ... X,
rgréneaé( 0( 1, 3 )

Exemples :
@ Pour un processus AR(p),

n

~ 2
Rt N

@ Pour un processus ARCH(p),

~ o~ 2 2
(o, a1, . . - ~ Argmin E log (wo + a1 XZ_; + -+ apX;_
Y {:uo a1,...,ap) EACRPH1 ot ( k—1 Pk P)

2
Xk

N wo + .31)(2_i + -5+ apX2_
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On peut montrer que :
Théoréme
Soit (X¢) vérifiant :

Xt = Mg (Xt-1, Xe—2,

---)§t+Fa*(Xt—laXt—b---)
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Convergence de I'estimateur QML (2)

On peut montrer que :

Théoréme
Soit (X¢) vérifiant :
Xe = Mg+ (Xe—1, Xe—2, ... ) & + For (Xe—1, Xe—2, .. .)
avec E[£]] < oo et les hypotheses (AO) (A1), (A2), et (A3). Alors, méme

si ({;) non gaussien on a 0, 25 ¢~
n—o0o

Exemples : Le théoréme est valable pour les processus ARMA, GARCH,
APARCH, FARIMA, ARMA-GARCH,...

Remarque : Le théoréme est aussi valable pour E[£3] < oo avec k > 3/2



Preuve de la convergence presque siire

Démonstration.

(Xt — Fg)2 )

1
o] tre qu’ 0)=— = (log ((M})?
© On montre qu’avec g:(f) 2(og ((M§5)?) + Vi)




Preuve de la convergence presque siire

Démonstration.

1 (Xe — FE)?
o) tre qu’ 0)=—= (log (M§)?) + =2~ :
© On montre qu’avec g:(f) 5 (og ((M§5)?) + Vi) ) on a

sup {1 06,30 Elan]} = e {[7 300~ Elao]} 22 0




Preuve de la convergence presque siire

Démonstration.

Xe — FL)?

1
o] tre qu’ 0)=— = (log ((M})?
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On peut montrer que :

Théoréme
Sous les conditions du théoréme précédent et avec (A4) et (A5) on a

Va(fn—07) = Nd(o F(O") GO F (")),

2

20(6)]), et G(6°) = (E[-2-ao(6") —qo(e*)])u

avec F(e*):( [ g 5

00;00;

Exemples : Le théoréme est valable pour les processus ARMA, GARCH,
APARCH, FARIMA, ARMA-GARCH,...
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On peut alors obtenir des intervalles de confiances, des tests de Wald,...
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Démonstration.

On a 6 = *(a,0?) et MJ =0, F) = aX_j. Les conditions (A1)-(A4) sont vérifiées. Do
2

qo(0) = —%(Iog(az) + %_:7;(_1)) On en déduit :
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En prenant I'espérance pour 6 = 6*, d'ou Xo — a*X_1 = 0*§o indépendant de X_1, et avec
E[X3] = 1%, on en déduit que :

a*21
1 1
-——1s 0 i=a 2 0
F(6*) = < 16‘1 S ) et G(0*) = ( ! g pi—1 )
20%4 P
et (AB) est vérifiée. D'ou le résultat. O
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Problématique : On suppose (Xi,..., X,) trajectoire observée. Quel
modéle choisir pour modéliser cette trajectoire ?

Exemple : Soit la trajectoire des log-rendements d'un indice financier. Est-il
préférable de la modéliser par un GARCH(1,1) ou par un ARCH(2,0)? Ou
bien un ARMA(3,2)7?

Définition
On considére M une famille de modéles affines causaux et on notera
m € M un modéle, vérifiant, avec §(m) € R?

Xe = Me(m) (Xt—l, X2, ) ft + fb(m) (Xt—laxt—z, ce )

Exemple : M famille des AR(p) pour 0 < p < 10: 6(m) = (ay, ..., alo,ag)
RS
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Définition

Pour une famille de modéles affines causaux M, on peut définir :
o le critére AIC pour ce modéle : AIC(m) = —2 Ly(6(m)) + 2 |m| ;
o le critére BIC pour ce modéle : I§I\C(m) = —2Ln(6(m)) + log(n) |m|

ou |m| est le nombre composantes non nulles de 6(m).

La famille de modéle peut-étre hiérarchique (exemple : AR(p)) ou non
(exemple : ARMA(p, g) ou ARMA(p, q)+GARCH(p', ¢')).

Définition
Pour une famille de modéles affines causaux M, on peut définir :

Maic = AI‘I%Q’IAI/? Zl\C(m) et mgic = Ar,%én/\l/? E\IC(m)
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Théoréme
Soit M famille de taille finie de modéles affines causaux. S'il existe un "vrai"
modéle m* € M tel que (Xq,-- -, X,) trajectoire observée issue de m*, sous

(A1)-(A5) et s'il existe ¢" > 5/2 tel que

() xeRo (Hax m)(x)“+“ax Mo(m (x H+Haeax Q(m)(X)H

| gt o] + gz P2 + [ gz M) = 06~")

A/ors IP(’T’BIC =m ) n%Jroo 1 et |P(IT'I>|< C r/ﬁA,C) njoo 1,

V1 (On(pic)—0%(m)) =5 Nigw( (0, F(0*(m*)) LG (0 (m*)) F(6% (m")
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v

Exemples : Le théoréme est valable pour les processus ARMA, GARCH,
APARCH, ARMA-GARCH,...
RS
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Remarque : Pour les modéles affines causaux, il est toujours possible de
trouver My et Fy, ot § € © C RY tel que pour tout m € M, 6(m) € ©.

Démonstration.
Si mp € M est tel que m = mg et m* C mg, ("overfitted" model). On obtient
P (BIC(mo) < BIC(m*)) = IP( — 2L, (8(mo)) + |mo| log(n) < —2 L, (6(m*)) + |m*| Iog(n))
1 = = 7 (Im*| — |mol)
- _ < AT Mol)
IP(IOg(n) (Lo (B(m*)) = Ln(8(mo)) < ; ) il
aprés avoir montré que E[Iog( )|(Ln(6’( ) — Zn(g(mo))}] . 0
Si mg € M est tel que m = mg et m* ¢ mo, ("misspecified" model)
BIC — BIC(m* log(n
(o) = BIET) — Dy m*, ) + B (o] — ) + 05.5(1)
ot Diy (m*, mo) = E[qo(0(m*) — qo(0*(ma))] > 0 et 6*(mq) = Argming(my) E[qo(6(m0))] O
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Test d'adéquation

Problématique : Une fois un modéle mpg;c obtenu pour modéliser
(X1,...,X,) comment s’assurer que ce modéle convient ?

— Test d'adéquation de type portemanteau

Ho : dm* € M, tel que (Xi,...,X,) trajectoire de X avec 6*(m*)

Hy: 3m € M, tel que (Xi,...,X,) trajectoire de X avec §(m)

Remarque : Sous Hy, on a Xy = M= (<) &t + fyge(m+) pour t € Z
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Test d'adéquation (2)
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~2
Ceci explique pourquoi 1 remplace &,,,.
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Vap(m®) = Nic(0, Vi(6*(m"))).

Remarque : Concrétement on peut remplacer Vi (6*(m*)) par Vk(m*), ou
{ Vie(m*) = lic + gy I F@Om™) 7 (G(B(m™)F@(m™) ™ + (fia — 1)1 ) T

G- @ - o Py =i Eten

1<i<Kyj



Preuve de la normalité asymptotique de p(m®*)

Démonstration.

Cette preuve peut se décomposer en 3 parties :




Preuve de la normalité asymptotique de p(m®*)

Démonstration.

Cette preuve peut se décomposer en 3 parties :

1. Tout d'abord on prouve que +/n sup {|,yk
6e0(m*)

—w(@(m)[} 2% 0




Preuve de la normalité asymptotique de p(m®*)

Démonstration.

Cette preuve peut se décomposer en 3 parties :

1. Tout d'abord on prouve que /n sup {|’yk — 1 (6(m™)) |} _> 0 ou

6e0(m*)
=1  De 1k(§t m)) —1) (¢ t+k(9(m)) —1) ou &(8(m)) := (Mg m))7 (Xe — e(m))-




Preuve de la normalité asymptotique de p(m®*)

Démonstration.

Cette preuve peut se décomposer en 3 parties :

1. Tout d'abord on prouve que /n sup {|’yk — 1 (6(m™)) |} _> 0 ou
6e0(m*)

v =1 S5 (8(0(m)) — 1) (€2, (6(m)) — 1) oit £x(6(m)) := (Me(m)r (Xe = fo(m)-

2. Par Taylor-Lagrange /n v« (8(m*)) = v/nvc(6*(m*)) + Bg'yk(g(k))ﬁ ((g(m*)), — 0',*),.6"7*




Preuve de la normalité asymptotique de p(m®*)

Démonstration.

Cette preuve peut se décomposer en 3 parties :

1. Tout d'abord on prouve que /n sup {|’yk — 1 (6(m™)) |} _> 0 ou
6e0(m*)

=3 S0 (E(0(m) — 1) (€2, (0(m)) — 1) 0t &(6(m)) := (M) " (Xe = ().

2. Par Taylor-Lagrange /i (8(m*)) = vai(0*(m*)) + i @*)v/m ((0(m*)); = 07) e et

—(k S »
(8&97/((0( )))1§’<SK n%o JK(m )




Preuve de la normalité asymptotique de p(m®*)

Démonstration.

Cette preuve peut se décomposer en 3 parties :

1. Tout d'abord on prouve que /n sup {|’yk — 1 (6(m™)) |} _> 0 ou
0cO(m

v=1 0 (e2(0(m)) — 1)(§?+k(9(m)) —1) ot &(0(m)) = (M m))7 (Xe = fo(m)-
2. Par Taylor-Lagrange /i (8(m*)) = vai(0*(m*)) + i @*)v/m ((0(m*)); = 07) e et
(Bo’m(a(k ))1<k<K n:—> Ji(m*). Ainsi

(GGW(@ ))1gkgK\/ﬁ ((§(m*)), - ef)iEm* ,,éo

Nic (0, Jie(m™) (8" (m™)) ™ G(6" (m ™)) F(0" ("))~ Jie(m)).




Preuve de la normalité asymptotique de p(m®*)

Démonstration.

Cette preuve peut se décomposer en 3 parties :

1. Tout d'abord on prouve que /n sup {|’yk — 1 (6(m™)) |} _> 0 ou
6e0(m*)

v =2 CI (€(0(m)) — 1) (€2, (6(m)) — 1) ot &(8(m)) = (ME(my) ™ (Xt = Ffimy)-
2. Par Taylor-Lagrange /i (8(m*)) = vai(0*(m*)) + i @*)v/m ((0(m*)); = 07) e et
(Bo’m(a(k ))1<k<K n:—> Ji(m*). Ainsi

(GGW(@ ))1gkgK\/ﬁ ((§(m*)), - ef)iEm* ,,éo

Nic (0, Jie(m™) (8" (m™)) ™ G(6" (m ™)) F(0" ("))~ Jie(m)).

. . c
3. On a aussi /n (7 (0 ))1§k§K = Nk (0, (na — 1) Ix).




Preuve de la normalité asymptotique de p(m®*)

Démonstration.

Cette preuve peut se décomposer en 3 parties :

1. Tout d'abord on prouve que /n sup {|’yk — 1 (6(m™)) |} _> 0 ou
0cO(m

v=1 0 (e2(0(m)) — 1)(§?+k(9(m)) —1) ot &(0(m)) = (M m))7 (Xe = fo(m)-
2. Par Taylor-Lagrange /i (8(m*)) = vai(0*(m*)) + i @*)v/m ((0(m*)); = 07) e et
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e Si m* est connu : on définit la statistique de test :
A DN —1
Qi (m*) := n*p(m") (Vic(m*)) ~ p(m")

Proposition

Sous les hypothéses du théoréme "BIC", et si m* est le vrai modéle

Qk(m*) n%o X*(K).

Démonstration.
On a facilement (Vic(6"(m*))) ~"/?v/ap(m*) 5 Ni(0, Ik). On en deduit que

ntp(m*) (Vic(0*(m*))) " p(m*) _% X2(K). On a, grace aux hypothéses AQ et A4,

Vic(m*) n_)—7:>°o Vi (0*(m*)) et le Lemme de Slutsky permet de conclure. O

Hg : le vrai modéle est m*
Hj : : le vrai modéle n’est pas m*

Conséquence : Pour tester : {
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Plan du cours

@ Définitions, stationnarité et dépendance

© Exemples de séries chronologiques

© Estimation, test et sélection de modéle

@ Prediction

o Méthode paramétrique
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Prédiction sans modéle

Méthode 2 : On détermine )A(,,Jrh sans modéliser (Xi,...,X,)
= Influence décroissante (exponentielle) aux données lointaines
= Filtrage exponentiel, moindres carrés pondérés

O Filtrage simple de Holt- Winters simple : si B, € [0, 1], on cherche :
)?,,Jr =3y = Argmln ZB — ah)

X1

— B =I5 ) I
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hsPh N
j=0
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@ Filtrage de Holt-Winters de degré 1 : pour 35, € [0, 1], on cherche :

Xowh =3p(n+h) + by ou (3, by = Arg min Zﬁ X; — (anj + bp))?
ap,bp€

X1 1 1
= ap= (tJQ(ﬁh) J)iltJQ(,Bh) ( ) avec = ( )
Xn 1 n

© Filtre de Holt-Winter double

— Filtrage exponentiel sur les (X;); de paramétre 3, et sur les
accroissement (X¢11 — X¢): de paramétre Jp,.

Si 0y = B revient au filtre de degré 1
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Probléme : Comment choisir 8,7

Utilisation d’une validation croisée particuliére :
@ Pour m grand, on choisit une grille B, = {0,1/m,2/m,... 1} pour By
@ Pour M grand, et n— M <t < n— h, pour chaque 3 choisi,

= )A(Hh(ﬂh) calculé a partir de (Xi,...,X})

@ On choisit Bh = Argming,cg, D t—n_m (Xt+h — Xt+h(5h))

Remarque : 8, — 1 méme poids pour tous, 3, — 0 derniére valeur
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Value-at-Risk

Probléme : Déterminer la perte maximale d’un actif (portefeuille), la
value-at-risk, & un horizon de h jours et une confiance de 1 — « (risque «)?

Définition
Pour (1) I'évolution d'un actif ou d’un portefeuille,

P(’H—h — It < VARt’h(Oé) | /t, It—17 .. ) =«

Exemple : Si ;11 — I; ARCH(1) et (&) bruit blanc AV/(0,1), alors
IP(é-t \/ao + al (Ii_L — /tf]_)2 S VARE]_(O[) ‘ /t7 /tf]_, .. ) =

= VAR 1(« \/ao + a1 (It — l:-1)? go OU g, quantile

:>VARt1 (a) = \/ao+a1 (It = l:-1)? qa

Exercice : Et Eour VARi i‘al?



Value-at-Risk (2)

Démonstration.

Avec X; = Is — It_1, on veut résoudre P(Xeih + ... + Xep1 < VAR p() | Xe, Xe—1,...) = o
Mais :

E[X’H'k | Xt7Xt_17"':| = E[ (30+31Xn+k 1 Ivaxt—lv"']E[€n+k ‘ Xt7Xt—17~~~] =0;
var[Xosk | Xe,Xe—1,...] = E[E | Xe, Xe—1,...|E[(a0 + a1 X2, 4_1) | Xe, Xe—1,.-.]

ao(l+ar+ -+ a’l‘_l) + akx?

. { E[Xern+ -+ Xegr | Xe, Xe—1,. .- ] = 0
D’ou car

var[Xepn + o+ Xera | Xo Xeo1,--.] = a0 SIT(h— k)ak + 202 x2

1—a;

COV(Xt+;,Xt+j | Xt, Xt—17 000 ) =0.

Avec l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, pour tout VAR, (<) < 0 si le bruit est symétrique,
_ 1

a0 Shza(h = K)ap + 2220 x2

2(VAR; h(a))?

P(Xesn + ..+ Xew1 S VAR p(a) | X, Xe—1,...) <

2« >1/2
2 Yisy(h— K@k + A=l xa

On posera donc Vﬁh(a) = (
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a’szz;é(h—k)é\lk a1(1 a1 )X2 O

On posera donc Vﬁh(a) = (




	Introduction
	Définitions, stationnarité et dépendance
	Définitions
	Stationnarité
	Dépendance et stationnarité

	Exemples de séries chronologiques
	Processus ARMA
	Processus GARCH
	Processus affines causaux

	Estimation, test et sélection de modèle
	Convergence pour les processus affines causaux
	Estimation semi-paramétrique
	Sélection de modèles et test d'adéquation

	Prédiction
	Méthode paramétrique
	Méthodes non-paramétriques
	Value-at-Risk


