Cours d'Econométrie 2

Master M. A .E.F. Premiére Année

A
A
UNIVERSITE PARIS 1

PANTHFEON SORBONNE

Année 2021-2022



Importance du Modéle linéaire
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Importance du Modéle linéaire (2)

Probléme : Quelle variété de carottes en fonction du sol ?

Sol | Vari | Temps
111 1 6
211 1 10
311 1 11
4| 1 2 13
511 2 15
6| 1 3 14
711 3 22
8| 2 1 12
9| 2 1 15




Importance du Modéle linéaire (3)

Probléme : Faut-il manger du chocolat pour obtenir un prix Nobel ?

35+
BB swoden 3 5witzerland

= 304
= r=0.791
e ERAIVRE Crenmark

254 ; - -
é Austria i = sarwey
€
= 204
= =S united Ringdom
=
2 o
= ipiect B Hircland N Cermany
=] The Netherdsnds —S-H'IH
= A — rrance
s ol NN
b= 54 Paland I"h‘\uu.n..
= roriglt ““z“‘hu waly
£ k=
(=] o Japan
z <hina Brazil

-3 1o 15
Consommation annuelle de chocolat (kg/personne)



Importance du Modéle linéaire (4)

Probléme : Modéliser et/ou prédire Y (a valeurs dans R) en fonction de X
(a valeurs dans IRd) quand on observe (X, Yi)i<i<n

= Le modéle linéaire et les moindres carrés

@ Sont simples et explicites
@ lIs fournissent une référence comparative

@ lls sont facilement interprétables

Mais ils...
@ Peuvent &tre optimisés par |'apprentissage statistique
@ Ne sont pas souples et prescrivent a I'avance un comportement

@ Ne sont pas trés robustes



Organisation du cours

© Cours de 1h30 TP de 2h00
@ 2 Controles Continus (CC1 et CC2) de 1h30 présentiel mars et avril

© Examen final en mai de 3h (Par)

@ Note finale = max (Par, %(CC—I— Par)) ot CC = max(CC1, CC2)



Plan du cours

@ Rappels sur le modéle linéaire
@ Le cadre général du modéle linéaire
@ Les hypothéses et leurs conséquences
© Comportement asymptotique des statistiques
@ Quelques théorémes limite
@ Conséquences sur les estimateurs et tests de la régression linéaire
© Sélection de modeéle en régression
@ Critéres de sélection de modéles
o Comportement asymptotique des modéles choisis
@ Les possibles problémes et leurs solutions
@ Faux modéle, hétéroscédasticité, dépendance
@ Points aberrants
© Régression logistique et polytémique
@ Régression logistique
@ Régression polytémique
@ WMoindres carrés non linéaires
@ Le cadre des moindres carrés non linéaires



Plan du cours o
Rappels sur le modéle linéaire

@ Le cadre général du modéle linéaire
9 Comportement asymptotique des statistiques
© Sélection de modéle en régression
@ Les possibles problémes et leurs solutions

© Régression logistique et polytdmique

@ Moindres carrés non linéaires



Le cadre général du modéle linéaire

Dans toute la suite, on supposera que :

(Xi, Yi)1<i<n est observé, avec X; € RY, Y; € R,

@ X est relatif aux variables exogénes (explicatives)
Exemple : X = (1, Xy, ..., X,) régression multiple
@ Y est la variable endogéne (a expliquer)

= Apprentissage supervisé



Le cadre général du modéle linéaire (2)

On suppose qu’existe un modéle linéaire liant les Y; aux X; :

Y =20"+¢
Y1 €1 65 EXq
Yz €2 QT tX2
avec Y = _ L E= ] 0= . et Z = .
Y, €n «9; tX,

Dans la suite :
° YetZe Mg,y1(R) ont été observés et sont connus;

@ ¢ n'est pas observé, 6* € RPT! est inconnu.



Le cadre général du modeéle linéaire (3)

Exemples :

e Modéle linéaire simple : Y; =605 + 607 Qi +¢c; pour i=1,....,nou Q
variable quantitative réelle : Température en fonction de |'année

1 G

1 @ 1
= Alors Z = o avec p=1et X; = 0,

. . 1

1 Qn

e Modéle linéaire multiple : Y; = 05 + 07 X,-(l) +- 05 Xi(p) + €; pour
i=1,...,n00 XM . .. X sont p variables quantitatives réelles :

Température/Année+population mondiale+éruptions volcaniques

1 Xl(l) X1(p) 1

1 x4 xP) x®
= AlorsZ=| ° et Xi = .

L XM  x®) X



Le cadre général du modeéle linéaire (4)

Exemples :
® Modéle a un facteur : Y; = 07 lg—y, + -+ + 05 0F—,, + € pour
i=1,...,nou F variable qualitative prenant J modalités (x;) : Décés
par Covid/continent

1 Fi=xg " I Fi=xy
I — R
2=X1 Fa=xy
= Alors Z = i i avec p+1=J
IF,,:X]_ e IIF,,:XJ

@ Modéle linéaire simple avec facteur :
J J . .
Y, = Zj:l 0o j1F=x + ijl 01 jlF=x, Qi +eipouri=1,...,nou Q
variable quantitative et F variable qualitative prenant J modalités (x;) :
réelles : Temps germination/Heures soleil+variété



But et méthode

But : e Estimer 6*
e Tester si un modéle linéaire est légitime

e Interpréter et prédire avec un modéle linéaire.

Méthode : Moindres carrés :

6= Argmin_|Y —Z6|]” od |U|2=tUU pour UeR"
feRPT1

Remarque : Choix de critére arbitraire! Autre choix : moindres valeurs

absolues 6:Ar§€mR|‘grl‘Y—ZQ‘ ou |U]:;|U,-] pour U € R



Plan du cours o
Rappels sur le modéle linéaire

@ Les hypothéses et leurs conséquences
9 Comportement asymptotique des statistiques
© Sélection de modéle en régression
@ Les possibles problémes et leurs solutions

© Régression logistique et polytdmique

@ Moindres carrés non linéaires



Les hypothéses "classiques"

Hypothéses pour le modéle linéaire : Y =26* +¢

Q@ (AO)n>p+letZderangp+1
—> la matrice (p+ 1) X (p+ 1) *Z Z est inversible;

O (A1) E(s;) =0pourtouti=1,...,n;

© (A2) Homoscédasticité : var(e;) = o2 pour tout i = 1,...,n;
© (A3) Non corrélation : pour tout i # j, cov(ej,ej) =0;

O (A4) Gaussianité : ¢ vecteur gaussien;

Remarque : De (A1)-(A4), onac & N (0, 02 1y)



Les prémices

Propriété

Pour le produit scalaire "classique"” dans R", < U,V >=tUV, si A sev de
R", on note P, la projection orthogonale sur A. Alors si P, dénote aussi la
matrice de P, dans la base canonique :

@ Py = tPA, (PA)2 =Ppetl,— Ps= PAL ;
1 avec sev propre A

o Les valeurs propres de P, sont { 0 avec sev propre AL -

Proposition

Pour le modéle Y = Z6* + ¢ et § = Argmin H Y — ZGH2 et sous (A0),
fcRPT!

avec [Z] = {Z~, v € RP*!} sev de R”,

Z0=PgyY=2(22)'zy = 6=(z2)'zyv.
B




Les prémices (2)

Démonstration.
On remarque que min ||Y — ZGH2 = min |Y — U||2. Si U= P71 Y+ Vavec V€ [Z], alors
geRpPH1 Ue(z]

Iy - U||2 = ||P[2]J_ Y — VH2 = ||P[2]J_ Y||2 +||V||? par Pythagore. Donc minimum pour V = 0.
Montrons que Pz} = Z (tZZ)_ltZ. Si U € [Z], dod U= Z~, alors

PaU=2(z Z)_I’ZZW = Z~ = U. De plus, pour Y € R", alors on doit avoir

Y —PgY€[ZI-.0rtZ(Y - Z(1ZZ) MZY)=tZY ~tZZ(tZZ) **Z Y =0 donc pour
tout Y € R”, on abien Y — Z (12Z) "'tz Y € [7]*.

Enfin, sous (A0), Z de rang p+ 1, alors Z0 = 0 = 6 = 0. Donc si Z0=27 ((tZZ)_ltZ Y)
alors 0 = (tZZ)fltZ Y. 0

V.




Premiers résultats

Propriété

Sous (A0)-(A3), alors :
Q 6=10"+ (tZZ)_ltZ€ d’ou E[6] = 6* (sans biais), cov(d) = o?('2Z)"
@ Avec Y = Z0 = Pz Y (prédiction), E[Y] = Z §* et col(Y) = % Pz
@ Avec e=Y-Y= P[Z]J_ Y = P[Z]J_ & E[é\] =0 et COV(g) = O'2 P[Z]J_

1

Démonstration.

QOnad=(22)"zZy=(22)"'Z(Z0"+e)=6*+ (tZZ) 'tZc. D'od
E[6] = 0* + E[(:ZZ) 'tZ<] = 6* car E[¢] = 0 par (A1). Et cov(d) =
cov((t22)MZe) = (122) M Zeov(e) 1 ((122)M2) = (122) M Z 02 1nZ (12 2)"
en utilisant cov(A + B X) = Bcov(X) !B pour A et B matrices composées de nombres
réels. D'ou cov(0) =02 (t22) 'tzZ(1zZ) =02 (tz2)" "

Q E[Y] = ZE[f] = Z6* et cov(Y) = cov(P(z Y) = Pizcov(Y) tPiz; = 0% Piz).

© On abien P51 Y = P71 (Z0* +¢) = P51 e d'ot E[E] = P71 E[] = 0.
cov(e) = COV(P[Z]J_ €) = PizjLcov(e) Pz = a2 Piz1+.

1




Premiers résultats (3)

Pourquoi choisir les moindres carrés? Trois raisons :
@ Les formules sont explicites et immédiatement calculables;
@ 0 est I'estimateur du MV de 6* sous (A0)-(A4);

© Le Théoréme de Gauss-Markov donne une optimalité a cet estimateur :

Théoréme

Sous (A0)-(A4), si 0 autre estimateur linéaire (0 = MY, M matrice) et
sans biais de 6* (E[f] = 6*) alors cov(9) < cov(6).

Démonstration.
Voir TD! []J




Premiers résultats (4)

~ L -1
0 ~ Npw1(0%,0%(122)7)
. . . o L
Conséquence : Si on rajoute (Ad4),ona{ Y ~ N,(Z6*,0° Pz)
~ L
g ~ /\f,,(O, O'2 P[Z]L)
Démonstration.
Sous (A4), £ est un vecteur gaussien, Y aussi, ainsi que A+ BY pour A et B matrices réelles. []J

Obtenir des intervalles de confiance ou tests sur 6, Y ou & = Estimer o2 !

n -~

Définition
Sous (A0)-(A3), on définit I'estimateur 02 = m Yo & J

1 &
Remarque : Sous (A0)-(A4), (6, = E £?) estimateur du MV de (6*,02).
n
i—1



Premiers résultats (5)

Propriété

Sous (A0)-(A3), alors : E[EE] = 02 (estimateur sans biais)

Démonstration.

5 2 ~
On a 0? = oy [|El|" = 7=y €8 = n/—\(:ﬂ»l):\(P[zlL &) (Piz+ ©) = 7=gorm ' Pz =

Comme o2 est a valeurs réelles, on a Trace(o2) = 02 = ﬁ Trace(te P[Z]Ls). Or pour A et

B 2 matrices telles que A B et B A existent, alors Trace(A B) = Trace(B A). D'ou
Trace(te Pizjv €)= Trace(P[Z]Lz-: te). Les opérateurs E et Trace étant tous deux linéaires, on a

E [Trace(U)] = Trace(E[U]) pour U une matrice aléatoire. D'oll

E[0?] = m Trace(E[P[Z]Ls tﬂ) = ﬁgﬂ) Trace(P[Z]J_ E[cte]). Mais

E e te] = cov(e) = 02 I,. Donc E[0?] = =D Trace(Pz. ). Enfin, avec la propriété sur les
valeurs propres d'une matrice de projection, on en dé/d\uit que

Trace(Pz.) = dim ([Z]*) = n— (p+1). D'ou E[0?] = 0. O




Le cas gaussien

Théoréme (Théoréme de Cochran)

L L 1
Soit (A1, ...,Ay) des sev de R" tels que Ay & Ay & --- & Ay. Soit
e & N(0, 0% 1,). Alors :
Q Les vecteurs (Pae); sont gaussiens et indépendants;

© Les variables HPAiaHz suivent la loi 02 x?(dim(A;)).

Démonstration.
@ Comme P4, est une matrice de réels et € un vecteur gaussien, alors P4 est un vecteur
gaussien, centré car ¢ est centré. Donc (Pye); est une famille indépendante si
cov(Pa,e, Paje) =0 pour i # j. Or
cov(Pae, Paje) = E[Pac(Pae)] = E[Paete'Pa;] = Pacov(e)'Pa; = 02 Pa,Pa;. Mais
A; L A; donc PA,-PAj =0, dou ie résultat.

O

4




Le cas gaussien (2)

Démonstration.

Q ||PA,-5||2 = te'Py. Ppe = 'e Py, . Mais Py, est une matrice réelle symétrique donc
diagonalisable et on peut écrire que Py, = Q; D; tQ; avec Q; une matrice orthogonale et D;
une matrice diagonale avec les valeurs propres de P4, donc par exemple d’abord dim(A;)

uns sur la diagonale puis dessous n — dim(A;) zéros. D'oi ||PA,.a||2t(Q,- e) D; (tQ;e). Soit
e/ =tQ;e. Alors €’ & Na(0, 021Q; Q) = Nan(0, 02 Iy) car Q; est une matrice

orthogonale (donc Qlfl = tQ;). Donc &’ est un vecteur gaussien centré standard. Comme
te! Die! = Z?i:r;(A")(aJ")z, les € étant des variables gaussiennes centrées indépendantes de

A g dim(A; L .
méme variance o2, on a donc Z':"i( )(5;)2 ~ 02 x2(dim(A))).




Le cas gaussien (3)

Proposition
Sous (A0)-(A4),
Q OnaVet € indépendants;

@ Onac? £ #ﬁﬂ) x’(n—(p+1)) et o2 indépendant de Y et de 6.

Démonstration.

@ OnaV=2z0"+ Pizj€ et €= P71 €. Avec Cochran, Pz ¢ et P(;. € sont indépendants.

=) [T 5 £ foka . [N
Q Onao?2= m ||P[Z]J_ a||2, donc d'aprés Cochran, 02 ~ (o) x2(dim([Z]1)) d'ou

le résultat. Mais o2 fonction mesurable de P[Z]J_ € indépendant de )7 donc o2 indépendant
de Y. Enfin, 0 = (12Z)"'tzY = (‘zZ) 'tzz('zZ) ''ZY = (*ZZ) '*Z Y. Comme

02 indépendant de Y, alors 02 indépendant de 6.

O

V.

Remarque : Sous (A0)-(A3), on a juste Y et £ non corrélés puisque




Applications aux tests statistiques

Rappels :

QSi X N./\/(O 1) indépendante de Z ~ X2(£) £ t(¢) : Student

|
o

Z1

N‘H

Q Si 4 £ x2(¢1) indépendante de 22 (62), 1

F(Zl ,l2) : Fisher

JN

Proposition
Sous (A0)-(A4), et pour C € RPTL fixé, on a :

——(tc(tz2) ') (fc(@-6%) £ t(n—(p+1))

Démonstration.

(A0)-(A4) = tC(f — 6*) est une variable gaussienne, avec E[tC(6 — 6*)] =0 et
cov(tC(6 — 6*)) = tCcov(d) C = a2fc(fzz)‘1c — tC(B—06%) X N(0,02tC(222) 7 C).
Ceci entraine 1 (tC(t2Z)~ to)y” 12tc(@ - 0*) £ N(0,1). Ensuite on utilise le fait que

% ~ x2(n—(p+1))/(n—(p+1)) et que o2 est indépendante de fC(G —0*) O




Applications aux tests statistiques (2)

e . Ho: tCO* =0
Test de Student : Soit le probléme de test { Hy: tCO*£0
Proposition
Sous (A0)-(A4), et sous I'hypothese Hy alors :
To 1 (tc(tz2) )P £ tn— (p+ 1)

Vo2

Exemples d’utilisation :
o Avec C = (0,...,0,1,0,...,0), on teste Hy : 0 =0
— On teste ainsi si XU) est significative
e Avec *C =(0,...,0,+1,0,...,0,+1,0,...,0), on teste Hy : 0r =0,
— On teste ainsi la différence d’effet entre 2 modalités



Applications aux tests statistiques (3)

On s'intéresse a plusieurs combinaisons linéaires des paramétres :

Proposition
Sous (A0)-(A4), et pour C € Mpi1,4(R) fixé avec1 < q < p+1 tel que
le rang de C est q, on a :

% -07)C(‘C('z22)7 ) e (@-07) & x¥(a)

Démonstration.
Utilisant la proposition précédente, % (fC(tZZ)_lC)_l/sz(g— 0%) & Ng(0, Ig). D'oi

2
£ X2(q). On finit la démonstration en montrant que
2

|2 tc(zz) o) 2@ o)

|2 ¢cezzy o mec@-ory

= L0-o)C(c(z2) ) ec@-07). O




Applications aux tests statistiques (4)

Ho: tCO* =*(0,...,0)

Test de Fisher : Soit le probléme de test { Hy: tCO* £ t(0,...,0)

Proposition
Sous (A0)-(A4), et sous I'hypothése Hy alors :
_ ltgc(tc(tzz)'c)ttch
pos 2D O "Vt rg n-(os)
g

Démonstration.
On utilise la convergence précédente en remarquant que sous Hg alors tC 0* = 0, donc 0*

n’apparait pas dans la statistique F. De plus, on a bien 02 ~ #;_1) x2(n—(p+1)) d'aprés

Cochran. La preuve sera établie si I'on montre que le numérateur et le dénominateur de F sont
indépendants. Mais le numérateur est une fonction déterministe de 6 donc de Pjzje quand le
dénominateur est une fonction déterministe de P €. Or d'aprés Cochran, comme 21+ L [7]
alors Pizc et P[Z]Le sont des vecteurs aléatoires indépendants. O

y




Applications aux tests statistiques (5)

Exemples d’utilisation :

010 ...0
001 ...0 )
@ Avec tC=| . . . . | onteste Hp: 07 =0,j=1,....p
000 ... 1
= On teste ainsi grossiérement le modéle
1 -1 0 ... O
_ 1 0 -1 ... 0 _
e SiftC=| . . _ _ ,testde Ho: 607 =07, j=1,....p
1 0 0 ... -1

= On teste ainsi la significativité d'un facteur

o Plus généralement, on peut tester la significativité d'une interaction de
facteurs, de possibles regroupement de facteurs ou modalités,...



Applications aux tests statistiques (6)

Autre expression du test de Fisher :

Soit le modéle linéaire Y = Z6* + ¢ et un "sous-modéle" linéaire

Y = Z() by + € avec [Z(0)] C [Z] avec dim([Zp)]) = 1 + po et po < p.

Hp : Vrai modéle Y = Z ) 92‘0) +e

On considére le probleme de test : { Hy - Vrai modele Y — Z0* 4 ¢

Proposition

£ _ o (1P YP-IP7 YIP)

— E s F(p—po,n—(p—l-l)) sous Hy

o2

Exemples d’application : e Régression polynomiale: { Ztl) g:g::zgz P
Ho : Facteur non significatif

Hi : Facteur significatif

e Analyse de la variance : {



Applications aux tests statistiques (7)

Démonstration.

1
Comme [Z(g)] C [Z], alors 21+ c [Z(o)]l. Notons A = [Z] N [Z(o)]l, doi [Z][t ® A= [Z(o)]L
et ainsi HP[Zo]L Y||2 — ||P[Z]L Y||2 = ||PAY||2 = HPAst par Pythagore et sous |’hypothése Hp,
donc Z6* € [Z e Comme € vecteur gaussien, avec Cochran, on a donc
||PA6|| X2(p — po) car dim(A) = dim([Z]) — dim([Z(o ])

2
2
Par ailleurs, au dénominateur, on a vu que o2 = T ||P[Z]La|| m X2(n—(p+1))

d’aprés Cochran. Mais on a également A L [Z]+ puisque A = [Z] N [Zo)]L C [Z]. Donc
d’aprés Cochran également, P[Z]J_a et Pae sont deux vecteurs gaussiens de R” indépendants.

PPo PPO

On a donc bien F ~ F(p—po,n—(p+1)) sous Hp. O

Remarque : Ce test de Fisher est un cas particulier du précédent : comme
le rang de [Z(g)] est po + 1, il existe pp + 1 colonne de la matrice Z
engendrant [Zg)]. Les p — po autres colonnes, d'indice 71, .., ip—p,

engendrent AT, Aussi Hp est équivalente a 0 == 97; . =0



Applications aux intervalles de confiance
On peut déduire des résultats précédents :

O Sur les 07 : avec g, quantile de niveau 1 — /2 d'une t(n— (p+ 1)) :

[9 — Ga \/ ((*Z2)™Y) 1141 ) + da \/;E (((Z2)7Y) 41 ]

@ Sur une prédiction \7,,+1 quand z,41 = (1, Xr(r—l—)17 e 7X,(,f_)l) est

observé : avec g, quantile de niveau 1 — /2 d’une t(n— (p+ 1)) :

|:§;n+1 — Qu \/ ( Zn+1(tZ Z) 1Zn-i-l + 1) )

Yoi1+ G \/;E (tzop1(tZ2 Z) zp1 +1) ]




Coefficient de détermination R?

On associe a une régression le coefficient de détermination R? défini par :

n V. VvV \2 |2
R2 — 2221(3/: Xn) :1_% avec II,,:t(l,...,l)
Zi:l(yi— Y")2 HY— Yn “nH

R? mesure le "pouvoir de prédiction" du modéle : plus R? 1 1 meilleur il est

Attention ! Il est possible d’avoir R? = 0.99 sans avoir le bon modéle et
avoir R%2 = 0.01 alors que le modéle est le bon'!

Propriété

Ho: 67 =0, 1<i<p

Hy : Jig, 07 #0 = statistique de Fisher

Pour le probleme de test {

= 5 IPa e YP=1IPze YI?)  n—(p+1) ( R2 )
B o - p 1-R2)




Plan du cours o
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Quelle asymptotique ?

Dans la suite on conserve le modéle Y = Z6* + <.

Asymptotique choisie : Le nombre p de variables est fixé mais le nombre n
d'invidus tend vers +o00

Y = Y(") : vecteur de taille — co
— { Z = Z(" : matrice dont le nombre de lignes — oo
e = (M : vecteur de taille — oo

Mais 6* vecteur de taille p + 1 constant

Comportements asymptotiques de olm), T(n) et F(n) 7



Résultats classiques

Théoréme (Loi forte des grands nombres)

Si (Xi)ien suite de v.a.i.id. alors :

(E[] <o0) <= (o= >-X 2% ElX))
i=1

—

Théoréme (Théoréme de la limite centrale)

Si (Xi)ien suite de v.a.i.i.d. telle que E[XZ] < oo alors

Vi (Xo— EDXG]) = N (0, var(X)).




Un nouveau théoréme limite

Probléme : e Les (Y;) ne sont pas une suite i.i.d.

0 0N = g+ 4 (*z Z)fltZa sous A0-A1, d’ou 5,(") =07+ > 7| qikEk
Quelle limite?

Théoréme (Théoréme de Lindeberg)

(Up)ien suite de v.a.i.i.d. avec E[Ug] =0 et E[UZ] =1, (aj('n))lsjén, neN*
tableau triangulaire de réels tel que Z}’Zl (aj(.n))2 =1 pour tout n € N*.
Alors

n

(n) (M. £

e 127 52, 0 = D 8" 2o N0 1).
J:

Exemple d'utilisation : aj(.") = % = VnU, =N /\/'(071).
n n—o0



Un nouveau théoréme limite (2)

Démonstration.
Soit Zy = 37y a\” Uj. Alors pour tout u € R, ¢z,(u) = E[e/* 7], d'oi

(n .
¢z,(u) =T1}-y Efe'“% Y] car les (U;) sont indépendantes. Si maxy<j<, Ia(-")\ ST O pour
- - n fo o

tout 1 <j < n, ua( ") U; % 0. Développement limité de Taylor en 0, pour tout v € R,
n—

e U n 2 n n
E[¢% Y] = 1+qu[3§.>uj]_75[(§)uj)2]+o(E[u2(a§>uj)2])

2
u
= 1+0-— (@)% +o((&™)?)

) y. .
en utilisant les hypothéses sur les U;. Comme H Ele e f = exp (Zlog '”aJ UJ])), et
j=1
avec log(1 + x) = x + o(x) pour x — 0, on obtient :

92,(u) = exp (3 =2 (o) + o((af")?))
j=1

car maxy<j<p \a(.")| — 0. Avec la condition > 7 ; (a(."))2 =1, on en déduit que
sismley oo =1\

¢z,(u) — exp(— % u?) qui est la fonction caractéristique d'une N'(0,1). O
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Premiers résultats

Propriété

Sous (A0)-(A3), et si (*Z Z)f1 — 0, alors 0 25 g

n—-+00 n—-+o00

Démonstration.

On a E[@g")] =07 et var(é\f")) =o*?[(*Z Z)_l]i+1 1 ST 0. Donc avec l'inégalité de
’ n o0

Bienaymé-Tchebychev, 55") % 07 pour tout i € {0,...,p}. D'o le résultat puisque p
n

—+00

fixé.
v

Attention ! L'estimateur 8(") ne converge pas toujours!
11
) 10
Exercice : Z =
10



Premiers résultats (2)

Démonstration.

Alors (tZ 2)71 = (nil) ( _11 _nl ) ne converge pas vers 0. On a

(A ) (TR ) e (T

Donc éé") 2, 05 mais 5(") ne converge pas. O
n—+00

o =

Par la suite, nous remplacerons (A2) et (A3) par :
(A23) : (g/); est une suite de v.a.i.i.d. et E[¢3] < oc.

Remarque : Sous (A23) alors (A2) et (A3) sont vérifiées.



Premiers résultats (3)

Propriété

Sous (A0)-(A1)-(A23), alors 32 2+ o*2.

n—-+400

Démonstration.
Onag?= m HP[Z]J_EHZ. Comme un projeté d'un vecteur a toujours une norme inférieure a

celle de ce vecteur, U, = m (Hs”z — ||P[Z]Ls||2) > 0. De plus

_ 1 2\1 _ %2 _ p+l ) S [P venn 2
E[Un] = = ey E[HP[Z]EH )] =o* Y e 0. D’aprés l'inégalité de Markov, on en
déduit que U, L 0. Enfin, par la loi forte des grands nombres 1 Hs” o*2, donc par

—+o0 n—>+oo
P 2
Slutsky, comme p fixé, m ||5H ot o*2. Finalement, 62 = W lle || — U, on en
déduit donc que 52 5  o*2. O

n—+o0

Remarque : Pas de condition sur Z pour la convergence hormis (A0) !



Normalité asymptotique

Propriété

Sous (A0)-(A4), alors (*Z Z)l/2 (5(") —6%) néo Not1(0, 0 Ipy1).

Démonstration.

On a montré que 9" £ Np (0%, 072 (tZ Z)fl).

Question : Ce résultat se généralise-t-il si on remplace (A2)-(A4) par
(A23)7



Normalité asymptotique (2)

Propriété
Sous (A0)-(A1)-(A23), et si E[e}] = pj < oo, alors

Vn (52 — 0*?) néo N(0, pi — ™).

Démonstration.

On reprend la preuve précédente. On a par le TLC classique
n(: ||e||2 —0*2) £, N (0, pj — o**). Par Slutsky, on en déduit pareillement que

n—oo
2 JZ, 4 P . ~2
\/E(W lle || — o*2) = N (0, i — o**). On écrit ensuite 52 = T lle || — Up. On
1 *
a montré que U, > 0 et E[U,] = % o*? donc E[\/n Uy] n;&) 0. Par suite, par |'Inégalité
O

de Markov, v/n U, P, 0. Dou le résultat par Slutsky encore.
n—+o00

vy

Remarque : Si on rajoute (A4), alors \/n (52 — 0*?) £, N(0,20*)

n—o00



Normalité asymptotique (3)

Définition

Une suite de vecteurs aléatoires (Z"), dont la taille peut dépendre de n est
asymptotiquement gaussienne si pour toute suite de combinaisons linéaires
Y(C") Z™ non nulles, on a

= (N 27BN 2] ¢, N(0,1)
var(t(C") Z") n—00 ’
Proposition
Sous (A0)-(A1)-(A23), et si max |(Z (*Z z2)'z).| o, 0, alors

()A/(")),,@N — Z 6" est asymptotiquement normal.




Normalité asymptotique (4)

Démonstration.
On va utiliser la caractérisation de la normalité asymptotique et le théoréme de Lindeberg pour
cela. Soit C € R". Alors :

YW —z6) _ CPEE .o

var(tCY()  a,/*CPz C

= (Dj)1<i<n- On peut appliquer le Théoréme de Lindeberg ((ef)

5 Piz1 €

avece/ = £ et D= —=2—
@ [tCPz C
est une suite de v.a.i.i.d. telle que E[e’] =0 et var(e}) =1 et > ; D? =1 par construction) dés
que I'on montre que maxj<;<, |Djl —+> 0. Pour cela, on peut écrire que D = Piz1D., d'ou :
- = n——+oo

n n

D?:((P[Z]D);)zz (Z (P[Zl)ika)ZSki (Plzl)?kkin:Z (Piz) i (Piz) = (Piz))

k=1 k=1

par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, la symétrie de Pz et le fait que Pjz1P|z] = Pz} O




Normalité asymptotique (5)

Corollaire
: -1
Sous (A0)-(A1)-(A23), et si g%xn‘(Z (‘fzz)"*z).| — 0, alors

' n—stoo

(tz2)"? (0 - 6*) £ N(0, Ip11)

n—o0

Démonstration.

On veut montrer que pour tout C € RP*Y, alors tC N est asymptotiquement gaussien. Mais
o) = (tz Z)fle Y. Or pour tout C’ € R”, alors tC’ Y(") est asymptotiquement gaussien.
Donc en particulier pour *C’ =*C (tZ Z)fltZ. D’ou le résultat. O

V.

Conséquence : Dés que le nombre d'individus devient grand (au moins 20
ou 30), I'estimateur 6(") a une loi ~ gaussienne sans I'hypothése (A4).



Comportement asymptotique des tests

Propriété
1 2 P ’ s L L 1 2
On a X (n) e 1, d'ou t(n) v N(0,1) et F(pg, n) fvd %X (po)

Démonstration.

Onaly2(n) £ 1 " Z?200Z=(Z £ N 0, In). Avec la loi forte des grands nombres,
nX n =1

n 1 .2
% ;le nﬁ)oo E[Z2] = 1. Ensuite, on utilise ¢(n) = \'/N—% et F(po, n) £ p‘ixzii;)
Corollaire
: ¢ —1¢
Sous (A0)-(A1)-(A23), et si 122(”’(2( Z27) Z)I.,.‘ o 0, alors sous

les hypothéses Ho respectives, les statistiques de test de Student T ot
Fisher F(") tendent respectivement vers des lois N'(0,1) et %X2(q).

W




Comportement asymptotique des tests (2)

Démonstration.

=~ 1 _ —
Pour T(" = F (fc(*z2) IC) 1/2tc g, comme 61" est asymptotiquement gaussien
2
g
tC (") I'est également. Et o2 %) 0*2. Dol le résultat.
n—+oo
~ legin) c(tc(tzz) )t tchm
Ona FW =24 — . Comme 8(") est asymptotiquement gaussien la

o2
loi asymptotique de % tpin) c (tc(tz Z)_IC)_1 tCO" est la méme que celle obtenue dans le

) ] o = = o
cas gaussien, donc <~ x2(q). Et comme précédemment o2 - o*2. D'oll le résultat.
n—+o00

Conséquence : Concrétement, dés que le nombre d’individus devient grand
(au moins 20 ou 30), trés souvent les tests du modéle linéaire peuvent étre
utilisés sans avoir I’hypothése gaussienne (A4)
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Le probléme de la sélection d'un modéle linéaire

Cadre : On a observé Y1,...,Y,, que I'on veut modéliser par des variables
exogénes Z() ... Z(P) prenant les valeurs observées (Zi(J))lg,-g,,
Questions :

@ Les variables exogénes interviennent-elles toutes dans un modéle
linéaire ?

o Comment choisir parmi elles et par rapport a quel critére?



Une premiére réponse ... insatisfaisante

Premiére réponse : Utilisation de tests de Student ou de Fisher!
— On teste si la variable Z(P0) est significative
—> Mais comment tester si plusieurs variables sont significatives ?

@ Tests de Student successifs. Comment et pour quel risque ?

@ Tests de Fisher. Mais comment choisir les tests 7 Tout tester?
Quel risque choisir?



Nouvelle formalisation

Notation : Pour Z() ... Z(P) les p variables exogenes, on note m un
modéle composé de certaines variables parmi elles.

= me P({1,...,p}) et on notera |m| = Card(m)
Exemple : p=5 et m = {2,3,5}, donc Z®, Z®) et Z(5) compose m
Notation : On notera M une famille de modéle. Deux cas :

@ Le plus souvent, la famille exhaustive : M = P({1,...,p})

o Parfois la famille hiérarchique : M = {0,{1},{1,2},...,{1,2,...,p}}

—> Régression polynomiale par exemple



Nouvelle formalisation (2)

On dispose donc de |m| variables potentiellement explicatives. On
considérera la matrice de taille (n,|m| + 1) :

1 Zl(i1) Zl(fz) Zl(i\m\)
1 Z(i1) Z(iz) o Z(i\m\)
Limy = : 2 2 _ 2 lorsque m = {1, -+, ijm|}-

On supposera que pour tout m € M le rang de la matrice Z,) est [m| + 1.



Nouvelle formalisation (4)

Hypotheéses sur le vrai modele : Il existe m* € M, inconnu, tel que :
Y = ,u,jk +e* = Z(m*) 0(,,,*) + 8*,

sous (A0)-(A3), 0y vecteur de taille [m*| + 1 ne contenant pas de 0

Modéles d’analyse : On utilise la famille de modéles :
Y:,LL+€IZ(m)9(m)+€

avecme M, pneR", 0y € RI™*1 Par la suite, on appellera aussi modéle
m le modéle d’analyse.



Définitions

Définition
Avec le modéle d'analyse est m € M :
o sim=mp={1,---,p}, le modéle est complet,toutes les variables

explicatives disponibles sont considérées.
e sim* C m avec m # m*, le modéle est sur-ajusté (overfitting).

e sim C m* avec m # m*, le modéle est faux (misspecified).

Rappels : pour le modeéle d'analyse m € M

© Uy = (("Z(m)) Ziem)) " (Z(m))' Y 00 Ym) = Z(1m) Orm).

@ Deux estimateurs de o2 :

_ 1 ~ ) 1 _
%m = Y Yl et 8 = LY = Vi



CP de Mallows : minimisation du risque quadratique

On veut déterminer m € M qui minimise le risque quadratique :
R(m.m*) = E|[Vim = 1" I2] = E |1 Zm Oy — 171

= E[1Z(m) Bm) — i1y 2] + E |1 = 1{m)|?]  (Pythagore)

~

AVeC iy = Piz,ypit" On 3 E | Vimy| = E [Pz, Y| = i et
E[I¥Vim = 12| = E[IPiz= 1] + E [ =ty 2]
= E[Tr(*=" Pz =) | + E [l = siiomP]
= 2T (Piz) + I = P

= (Iml +1) 02 + 1" = pim) I



CP de Mallows : minimisation du risque quadratique (2)

E[IY = Viml?] = E[IY = tiiml?] = E[IVim) — m)|?| (Pythagore)
= E[IY =+ 1 = )] = B [1 Vi) — i ]

— E[Y = iIP] + " — w2 = (Im] +1) 02
= (n—(Im| + 1) 0 + 1" — P

Doy R(m,m*) = (jm|+1) o +E [|Y = Y] = (n— (Im] +1)) -
R(m,m*)  2(|m[+1) 1 S 2
e =1 [”Y—Y(m)u ]

Rimm) _ 2lm[+1) | Flm
o~
"o $ 5 (ime)
1 VAN 52 1|y _ Y 2
en estimant { nE [HY Yimll } par { ‘fgm) Al )l
& T(mp)



CP de Mallows : minimisation du risque quadratique (3)

Définition
Le Cp de Mallows valant pour m e M :

~2
— g
Cp(m) = 2 4 o 11
(mp) n

On sélectionnera donc un modéle m tel que :
mcp = Arg min {Cp(m)}.
cp = Arg min {Cp(m)}

Ce critére a été introduit par Mallows en 1967.



Critére R? ajusté : autre minimisation de risque quadratique

Rappel : Avec le critére R?, on a Rz(m) =1- HY_Y(m)2H2
1Y =Y

Remarque : [|[Y — Y| = ||P[X(m)]J_ Y||? décroit pour une suite emboitée
croissante de modéle : maximiser le R? conduit a choisir mp. Entre modéles
, R? peut &tre utilisé pour choisir entre eux

Idée du Rf\ju : Dans le R?, diviser le numérateur par n — |m| — 1 =
espérance du numérateur est o2, ne dépend plus de m. Do :

Y — Y ||2
n|m|1||
(m) =1~

R2
=llY = Y12

Aju

On maximise @l(m) et ﬁva‘ju = ArgmaxmeM{@(m)}.

Remarque : Maximiser le Rf\ju(m) revient a minimiser %HY — Yml2.



Critére AIC : minimisation la dissemblance de Kullback

Autre écart entre mesures de proba : Si la méme mesure domine m et m*

d(m,m*) = /R" fm(x) log (;:;((XX))) dx (f densité de Y)

= Minimiser la dissemblance de Kullback revient a celle du critére AIC
(pour Akaiké Information Criterion, 1973), tel que

AIC(m) = —21og L(Y | F(m)) + 2(|m] +2)

= —2 x log(Vraisemblance maximisée) 4+ 2 x Nombre de paramétres.

Suivant ce critére, on choisira m tel que majc = Argmin,c ,({AIC(m)}.

Remarque : Dans le cas gaussien, le critére AIC pourra s'écrire :
Zl\C(m) = n log (&(2,”)) +2(|m| +2),

puisqu’alors log(Vraisemblance maximisée) = —n log &) — g log 27 — g



Le critére BIC comme maximisation d'une proba

Idée : Pour chaque m, on estime asymptotiquement P(Y | m)
Aprés calcul, pour n grand
—2log (P(Y | m)) ~ =2 log L(Y | J(m)) + log(n) (|m| + 1)

Le critére BIC (Bayesian Information Criterium) introduit en 1978 par
Schwarz :

El?f(m) = —2 x log(Vraisemblance maximisée) + log(n) x Nombre de para
= nlog (5'(2,")) + log(n) (|m| +1).

Suivant ce critére, on choisira m tel que mgic = Argmin e\ {BIC(m)}.



Les différents critéres

Conclusion : Dans le cadre du modéle ||néaire, on dispose de 3 critéres a
minimiser et un critére 3 maximiser R2

A_[U:
1Y = Y(mpl? n
o Bm)=1- 1 IV Vil
Ao nlm—1 Y -V

o AIC(m) = nlog (||Y = Yml?) +2(/m| +1)
° BIC(m)—nlog(HY Y Xl %) +logn(|m| +1).

Remarque : On a | Y — ¥(u)|? = n5g,, = (n— |m| — 1)5%,,
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Choix entre 2 modéles

Soit my, mp € M. On cherche IP(a(ml) < a(mg)) probabilité de my

plutét que my pour 67) AIC ou :§E I'inverse pour Rf\ju.

Remarque : Si [m;| = |mz| = On préfére le modéle le mieux ajusté, celui
avec somme des carrés des résidus la plus faible, ce que choisit le R?...

, et on définit la statistique de type Fisher

On fixe désormais |my| < |mo

suivante :
F(mi, mp) = (nf |ma| — 1) 1Y = V|2 = 1Y = Yoo |12
o mlim 1Y = Vi P



Choix entre 2 modéles (2)

Ona:

o P [Cp(m1) < Co(mz)| = P[IIY = Vimp)lP = 1Y = Vimy)|I
[ma| —

|m | o2
Y Vi)

<2

n—m| —11IY — Y(mp>H2}

= P|F(mi, mp) <2 >
n Y = Yimp)lI?

o P [Ru(m) < R (mo)| = P[Fm ma) = 1
o P [K\IC(mﬂ < K\IC(mz)}
—p [I/-_\(mbmz) < (%) (eXp (M) - 1)}

|ma| — [m| 4
o P {glt(fm) < §|E(’772)]
- e[Fimm < (1) (2o (0miimi 5) 1)




Probabilité de préférer un sur-modéle

Proposition

Sous les conditions de normalité asymptotique, si my contient strictement

m*,

P [Co(m") = Co(mz)]  —_ P[x(Ima| = [m*[) > 2(ma] — ")

P[R3u(m") < Ra(ma)] —  P[(ma| = |m"]) = (Ima| — [m"])

P [AIC(m") > AIC(my)] —  Px3(Ima| = m*]) > 2(|ma| — [m*])]

n—-o00

P [Ek(m*)gék(m)' — 0.

n—-+o00

On remarque que le critére Rf\ju a plus tendance asymptotiquement a
sur-ajuster que les critéres Cp ou AIC.



Probabilité de préférer un sur-modéle (2)

Démonstration.

1 2 *
Sous des hypothéses, F(m my) :))o TmaT=Tm] X (|m2| — |m*|). De plus
[y — Ymp)H L _ P L . . P
1. Avec l'aide de développements limités on obtient bien les résultats de la

Y — Y )12 n—oo
Proposmon a partir des probabilités en fonction de I?(m*, my) obtenues pour les 3 premiers
critéres.
De plus pour tout C > 0, il existe ng tel que pour tout n > ng,

n—|ma| —1 log n .. -
(%) (exp ((Im2| = |m*|) —— S ) - 1) ~ logn > C. Ainsi pour n > ng, en utilisant la

ma| — m

probabilité obtenue pour le critére BIC, ona:

P[F(m*,mz) > (%ﬂm—b (exp ((|ma] — |m*|)'°$) —1)] < P[E(m*,mz) > c].

Imz| —|
Comme F(m*,mp) £y Xlml—Im™)) o,
n— oo |ma|—[m*

2 _ *
2(mal =l 3

|P[B|C(m*)23|C(m2)]g|P[ﬁ(m*,m2)zC] — P[ T T =

n—-+4o0

d’apreés I'Inégalité de Markov. Mais comme ceci est vrai pour tout C > 0, on obtient bien le
résultat. D,




Probabilité de préférer un sur-modele (3)

Conséquence : Sous les mémes hypothéses :
IP(m* - fﬁBlc, m* 75 ﬁ\”BIC) — 0
n——+o00

Démonstration.

On a grace aux propriétés précédentes, puisque | M| < 2P ne dépend pas de n,

P(m* C mgic, m* # mgc) < P(Elm EM, m* Cm, m#m*, B/IE(m) < EIE(m*))
< > P(BIC(m) < BIC(m")) S O
m* Cm, m#m*

|
Conclusion : le critére BIC évite asymptotiquement de sur-ajuster

Remarque : Résultat également valable si log n du BIC est remplacé par ¢,
avec ¢, — 00 et ¢, = o(n)
n——+00

= critére GIC : Eﬁ(m) =nlog (||Y — \A/(m)H2) + ¢n |m.



Probabilité de préférer un faux-modéle

Proposition

Sous les mémes hypothéses et avec (Z(y, ), vérifiant

1 N _1 .
i) Zimy) Z(my) ol M, od d(n) log™"(n) S & et M matrice
définie positive. Alors pour Crit=Cp, Rf\ju, AIC ou BIC,

P ["Crit choisit un faux-modéle"] — 0.
n——+00

Démonstration.

Preuve trop complexe, voir le livre...




Probabilité de préférer un faux-modeéle (2)

Conséquences : Sous les mémes hypothéses :

Cp
Q inf P(m" C ficye, m* # Mcrie) > perie > 0 pour Crit = Rf\ju
neN AIC

Q |P(I/7\‘IB/C = m*) n—>—+>oo 1

Conclusion :
O Le critére BIC (ou GIC) est asymptotiquement consistant

@ Les critéres Cp, Rf\ju AIC ont une probabilité positive de
sur-ajuster asymptotiquement.

(3] Rf\ju est le moins intéressant et nous ne recommandons pas son
utilisation.



Etude asymptotique du risque quadratique

Le risque quadratique du modéle sélectionné est :
Cri v 2
Ry™ = Eme (1" = Yiaea I°)-

Il est clair que :

RE™ = 3" Ro(m) et Rn(m)=Em(|l" = Ym)lI* Wcymm)-
meM

Propriété

Sous les hypothéses précédentes, lorsque le critére utilisé est GIC avec

cn = o(n), et si E[e]] < oo alors RE!C — Rn(m*) = (|m*| + 1) o2.
n——+400

Interprétation : En utilisant le modéle choisi par GIC, le risque quadratique
est asymptotiquement le méme que si on connaissait a priori le vrai modéle.



Etude asymptotique du risque quadratique (2)

Démonstration.

On écrit Rn(m) = Ep (||u* = Vi) lI2 |{ﬁ:m}), d'oii avec pn(m) = P(# = m),

Ro(m) = Eme (18" = iy P Vmmy + 1155y = Vi) 12 Vi)
1Py X202 pi(m) + Ere (11Pmy 2 Ve )
= Jl(m) + Jz(m)

Concernant Jy(m), si m est un sur-modéle ou m* alors J;(m) = 0 car P[X(m)]L X(mp)g(mp) — @,

Mais pour un faux—mode;le m, pour n suffisamment grand, avec
t(n,m1) = P[X(m)]J_X(’" )6(m™) ~ C(m) d(n) lorsque n — oo avec C(m) > 0 ne dépendant pas de
1 C(m)
- =Y q),
8 |m| — |m*| ")

donc J1(m) e 0 car on a supposé log n = o(dy). O

n,

Jr(m) = ||t(n, m)|[2 pa(m) < 2 C(m) dp exp (




Etude asymptotique du risque quadratique (3)

Démonstration.

H _ * * 2 * H £ a
Si m = m*, alors J(m) e (|m*| +1) 02 car ps(m™) o) 1. Si m# m*, on majore
J>(m) avec Cauchy-Schwarz, puisque :

2 < [Ene ((1Ppmel®)] " lontm

d’aprés la définition de p,(m). Or on montre que

n

En ((1Pyel®)?) =Eme (>0 mjmupeieieney ).

ihji’j'=1

En dénombrant les cas ol deux ou 4 indices sont égaux, on montre que [« ((||P[X(,,,)]e||2)2> est
bornée. Comme pour m # m*, p,(m) — 0, on en déduit que R,(m) — 0 tandis que
n—r+o0o n—+o00

Rn(m) — (|Jm*|+1)02. D'ou le résultat final. O
n—

+oo

v
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Les hypothéses "classiques"

Hypothéses pour le modéle linéaire: Y =260*+¢
Q (A1) E(g;) =0pourtouti=1,...,n;
@ (A2) Homoscédasticité : var(e;) = o pour tout i = 1,...,n;
© (A3) Non corrélation : pour tout i # j, cov(ej, ;) =0;
O (A4) Gaussianité : ¢ vecteur gaussien;

Méme si les tests de Student et Fisher sont positifs, R? proche de 1...

Diagnostics graphiques = des conditions ne sont pas vérifiées



Remise en question de (A1)

@ En régression linéaire simple : Nuage de points et droite de régression
donnent une information quasi exhaustive.

Exemple : Y

> régresseur Z

= On voit une courbure de la "vraie" courbe de régression de Y, le
modéle n’est pas adéquat = (A1) n’est pas vérifiée.



Remise en question de (A1)

o En régression linéaire multiple, impossible d’utiliser le nuage de points
car il y a plusieurs régresseurs.

— On travaille avec les &; = Y; — é}, — 0/9\12,.(1) _—— ngi(p)
Rappels : 1 S0 & =0ete= Pizjre = (In — (py)) e

ainsi que E[£]] =0, var(g;) = 02 (1 — pji) et cov(E}, &) = —0? pjj
— cov(Y;, &) = 0 pour tout i = 1,..., n sous (Al).

= Graphique des résidus (;); en fonction des valeurs prédites
(Yi)i.

Le nuage de points doit &tre "équilibré" autour de |'axe des abscisses



Remise en question de (A1)

Concrétement, si on ne voit rien de notable sur le graphique (nuage de
points centré et aligné quelconque), c’est trés bon signe!

Contre-exemple :

résidu £ «
* 5k
X %%**
0 HoK¥
* ky K
gk K
£
*x
valeur estimée Y

—> Modéle inadapté aux données, les &; dépendent des Y;.



Solutions possibles

© On n'a pas considéré certaines variables explicatives et on les rajoute!

@ On transforme les régresseurs Z(1) ... Z(P) par des fonctions, pourvu
que le nouveau modéle reste interprétable. Par exemple en utilisant une :

Transformation de Box-Cox

x M —1
A =4 pour A # 0
logx pour A=0

ol A est un réel a priori inconnu.

Idée : on transforme les variables explicatives quantitatives par Box-Cox
en cherchant le paramétre A qui maximise le R?.

© On décompose les variables explicatives sur des classes (donc on obtient
des v.a. qualitatives) pour voir si I'évolution est linéaire ou autre



Cas particulier du changement de structure

Taux

: /\MNAVA

VT N A

T T T T T T T
1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010

Time

Figure — Taux de croissance annuel en France de 1950 a 2010




Détection de rupture : Températures annuelles du Globe

Temp

134 136 13.8 140 142 144 146 148

T T T T T T T
1880 1900 1920 1940 1960 1980 2000 2020

an

Figure — Détection de rupture linéaire pour les températures annuelles du globe
= R?~0.82 et 3 ~ 0.01 (pval~21071°) et C ~ 55 : Rupture!!



Détection de ruptures dans des modéles linéaires simples

On suppose (X1, -+, Xj) une série chronologique et :
@ Pour 1 <t<t" Xy =a1+ bit+es;
@ Pourt*+1<t<n, Xt =a>+ bot + ¢&¢.

On suppose également que t* est "suffisamment" éloigné de 1 et de n et
que (g¢) n'est pas trop dépendante.



Détection de ruptures dans des modéles linéaires simples

On utilise I'estimateur suivant :

¢ n
t = Algggr;négilo (k_l (Xk al(t) bl(t) k) +kzt;1(xk 32(t) b2(t) k) )

{ (31(t), by(t)) est I'estimateur MCO sur {1,--- , t}
ol

(32(t), ba(t)) est I'estimateur MCO sur {t +1,---,n})



Détection de rupture

12

10

Temp_Lond_Desaison

I I T T T T T I
1650 1700 1750 1800 1850 1900 1950 2000

Time

Figure — Détection de rupture linéaire pour les températures mensuelles de Londres
désaisonnalisée = R? ~ 0.036 et 3, ~ 0.0015



Détection de rupture (suite)

12

10

Temp_Lond_Desaison

I T T T T I T I
1650 1700 1750 1800 1850 1900 1950 2000

Time

Figure — Détection de rupture dans le "slope" pour les températures mensuelles de
Londres désaisonnalisée = R? ~ 0.026 et by ~ 0.0056



Remarque théorique

Proposition
D'aprés Bai et Perron (1998) ou Lavielle et Moulines (2000), sous certaines
hypothéses assez faibles :

o t*=[nT"];

o (e¢)t suite de variables mélangeantes;

Alors, quand n — oo, pour toute suite (a,) telle que a, — oo
n—-+o0o

ﬁ'\n — t*‘ = O|p(a,,).

— "/7'\,,—7'*} = Op(a,,).



Test de Chow pour modéle linéaire simple

Soit le probléme de test suivant :

Hy : il n'y a pas de rupture;
Hy @il y a une rupture.

On utilise la statistique de test de Chow :

1
L(SCRy — SCR) r 1 ,
— = 2).
,,IﬁSCRl n—o0 2X ( )

C=

oi { SCRo = Yy (X — 81(n) — ba(n) k)
SCRy = Zk 1 (Xk - 31(/) - bl(/) k) + X t+1 (Xk — 32(3 - b2(/) k)

— Températures : valide la présence de rupture dans les 2 cas...



Cadre général

Test de Chow

Le test de Chow teste un éventuel changement de structure dans |'écriture
du modele (individu = temps!) temporelle). Il s’agit donc de tester :

1=z (1)
Hy: Y=Z0+c¢ contre H; - { Y 2 bte

Y@ =72 g, + ),

outy = (tY(l),tY(2)). Sous Hgy on a un sous-modéle de Hj, et le modéle
sous H; s’écrit comme un modéle linéaire. On peut donc définir un test de
Fisher de sous-modéle et on a, sous Hp :

1

i SG—-5G ¢ 1

F= — ——}(p+1).
1
T Ry SG; n—oo p—+1




Si la date de rupture j* telle que Y1) = £(Yq,..., V),
Y@ — ®(Yj+41,..., Yn) est inconnue : on choisit celle qui maximise la
statistique de Chow! Cela revient & minimiser :

SGi(j) = i(v; — (xWy),)? + Z (Vi — (X 8y),)?
i=0 i=j+1

Dot j = Arg min; SCi(j).

. L TP
On montre sous les conditions précédentes que J% — 1 et

n——+00
1 n
PG = 5C —5G() LX2(p+ 1).
n_2(1p+1) 5C1 (J) n—oco p + 1



Remise en question de (A2) : Hétéroscédasticité

Diagnostic d’héteroscédasticité : on représente les \7, en fonction des &;. Par
exemple :

résidu € ;E
o #*E *:t* *

$* *’L’;k***

(an]

valeur estimée Y

— variance des résidus semble inhomogéne
mais sous (A1-A3) var(;) = o2(1 — pj;) non constante

= Tracé des résidus dit "Studentisés"
- &
! ot 5()) obtenue a partir de (Y1, Yic1, Yir1, .-, Ya).

5 Vl_pu o)

— Sous (A1-4), 5 £ t(n—p—2)



Scale—Location
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IMmQy — Z21 + Z22)

Figure — Exemple d'hétéroscédasticité



Remise en question de (A2) : Hétéroscédasticité

Modifications possibles a apporter au modéle :

Transformation de Box-Cox sur Y Lorsque les Y; sont des variables
positives, on peut utiliser :

YA -1 A
(Y A) =4 ~5 pour A\ # 0
logY; pour A=0

ol A\ est un réel a priori inconnu.

Numériquement, a partir d'une grille de valeurs de A on calcule la variance
des résidus 3{%/\ pour chaque valeur de \. On choisira alors :

~ . ~2
A= ArgmlnAep\max,Amax]{Ué,A}'



Remise en question de (A3) : corrélation du bruit

Graphe des (\7,,§,) (\A’ £i) permet de visualiser les éventuels probléemes
de dépendance :

o —

résidus
y

ok *k k% Fokk

I B S S s

» temps ou ordre des expériences

— Les résidus ont tendance 3 rester par paquets lorsqu’ils se trouvent d'un
c6té ou de l'autre de 0 ou change de signe trop fréquemment



Remise en question de (A3) : corrélation du bruit

@ Test de runs : basé sur le nombre de runs, c'est-a-dire sur le nombre
de paquets de résidus consécutifs de méme signe (8 sur le graphe) runs.

On peut montrer que si N est le nombre de runs, et si on teste :

{ Hp : Indépendance du bruit
H; : Non indépendance du bruit

N—1(n+1) .

2

— = N(0,1
%\/n—]_ n—o0 ( )

o Test portemanteau : Si pj — 0 suffisamment vite,
n—-+00

alors sous Hy on montre que

Kmax
S L
n Z p%(k) n—)_)oo X2(Kmax) sous Hy
k=1



Utilisation des moindres carrés généralisés
Définition
On suppose le modéle linéaire général

Y=X0+¢, avec E[e] = 0.

On suppose ¥ = E e tc] de rang n (X est supposée de rang p + 1).
On considére la distance définie par la norme

U= Vg =*U~- V)= (U~ V).

Distance associée au produit scalaire dans R", < Zy,Z, >=1Z1 Y1 Z,.
L'estimateur O de 0 par MCG minimise ||Y — X - 0||s pour 6 € RPT! et

o= ((XT X)Xz 1y,

Remarque : Si ¢ suit une loi AV,(0, ), alors f¢ estimateur MV de 6.



Utilisation des MCG

En utilisant le Théoréme de Gauss-Markov, on peut montrer :

Proposition

O¢ est 'estimateur de 6 non biaisé et linéaire ayant la plus petite matrice de
variance-covariance (< a celle de I'estimateur par MCO).

Probléme : En pratique on ne connait pas a priori la matrice 2!
= Estimer ¥ a partir des résidus & obtenus par MCO.

— Si ¥ — X avec X inversible, on approche 6¢ par estimateur ¢
appelé estimateur par moindres carrés pseudo-généralisés défini par

fc = ((XT1X) HxT Ty,



Utilisation des MCG (2)

Cas général : comment estimer ¥ matrice symétrique de taille n contenant
(n(n+1)/2 termes a partir d’un échantillon de taille n? Difficile...

Deux cas particuliers :

e Cas particulier ARMA : (¢,) ARMA(p, g) Démarche en 3 temps :

. ~ P ~ L2
@ Par MCO, si maxj<i<n|pil| — 0,86 — BOets; — ¢; pour
- n—-4o00 n—-+o00o n—-4o00

ieN.
@ Estimation des paramétres de 'ARMA(p, g) par MV a partir de
(E1,+++ ,En). Siav= (a1, -+ ,ap, b1, , by, 0%) les paramétres, on

~ P
montre que &« —> .
n—>+oo

© On définit alors & = ¥ (@) ot cov(e) = X(a) puis I'estimateur par MCPG
9G qui asymptotiquement a une covariance inférieure a celle de 0.



Utilisation des MCG (3)

e Cas particulier rupture : (¢,) tel que :

var(e;) = af sit;<i<tiy1 et cov(ex,er) =0

© On estime les 57 par MCO sur chaque zone {t;,t; +1,...,tj;1 — 1}
@ On utilise les MCG avec ¥ = diag(c%,...,05,0%3,...,04)

m

© Estimation des t;?
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Points aberrants et points aberrants

Qu’appelle-t-on point aberrant? Deux sortes :

@ Une donnée qui est issu d'une erreur. Typiquement erreur de saisie

Exemple : Intervertion prix et km dans base de véhicules d’occasion

@ Une donnée qui n'est pas une erreur mais un individu atypique

Exemple : Véhicules de taxis dans base de véhicules d’occasion



Utilisation des résidus studentisés

Tracé des résidus dit "Studentisés"

~

Ei

VI pio0)

g = ot () obtenue a partir de (Yi,.-, Yic1, Yig1, -, Ya).

= Sous (Al1-4), ; £ t(h—p—2)

Scale—Location

o1

L —

3
< = —]
=1 ~
=
=
(=3
= [ —
= —
= o337
= = o sz2o o
= = _| o
= — [= o ocan . o
L S o N o o P o o

e > o (=4 o

= o SO o o e o

%O e o <= == ° o
=) P o
— (=3
—
T T T T
20 40 [Se] 80



Utilisation de la distance de Cook

On appelle distance de Cook pour la iéme observation, la statistique

n v, v(=iy2 ~0
B — Zj:l(yj YJ ) . Pii Ej
(P+1)0' (P+1)(1—P/:) (1_pu)0
Residuals vs Leverage

o — 10
< PPE— - -
= --{a
= T--al
= -~  — --- o.s
f=1
%
£ o~
= S

= — 7059802 cs e o o o =3

Sa9s o © < e o <= S, = 2
-~ 4 - Cook's distance
T T T T T
O.00 0.02 oO.04a oO.06 o.o8
Leverage
MYy — Z1 + =Z2)
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Régression logistique

Les Y; variables qualitatives, et pour commencer les Y; variables a deux
modalités, que nous noterons 0 et 1.

Exemple : Y; mesure |'obtention ou non d’un crédit (économie), la mort ou
la vie (biologie, pharmacologie),...

(Y1,---,Y,) observés et variables X(1) ... X(P) variables potentiellement
explicatives de Y (quantitatives ou qualitatives).

Comme les Y; ne prennent pour valeurs que 0 ou 1, on ne peut utiliser un
modéle linéaire “habituel”, Y = X0 + ¢. On cherchera un modéle reliant les
probabilités que Y =0 et Y = 1 avec les variables explicatives. Plus
concrétement, on note

pi=P(Yi=1) et donc 1—pi=P(Y;i=0).



L’idée sera ainsi d'écrire que :

g(pi) =060+ 91Xi(1) +-+ GpXi(p) pour tout i € {1,---,n},
ol g est une fonction réelle monotone qui va de [0, 1] dans R.

On en déduit donc que

pPi = p;(@) = g_l (90 + (91X,.(1) + .4+ GPXi(p))-

Les modéles les plus utilisés de cette fonction g sont les suivants :

x 1 2
© Fonction probit : g (x :/ _—_ et/ dt;
p g (x) v
@ Fonction logit : g7!(x) = T o g(p) =1In (1 f p) ;

© Fonction log-log : g~ !(x) = 1—exp(—e*) = g(p)=In (- In(1 - p))



On peut trouver des légitimations & I'utilisation des 2 premiéres fonctions :

@ Fonction probit : Si on considére le modéle classique Z = X6 + ¢ avec
e & N(0,1,), Z étant une variable dite latente, et Y = lz>¢. Alors on

peut montrer que p; = g~ 1((X0);).

@ Fonction logit : Si on considére le modéle classique Z = X6 + ¢ avec

€ £r (loi logisitique), Z étant une variable dite latente, et Y =l z>o.

Alors on peut montrer que p; = g~ 1((X6);).



Avec le modéle linéaire, on aurait envie d'écrire un modéle de régression
suivant :
(g(Yi))i<icn= X0 +¢

et on estime 6 par moindres carrés ordinaires. Les g(Y;) ne prennent que 2
valeurs, mais on peut supposer que X est de rang p donc on peut estimer 6.
On en déduit alors les valeurs prédites :

ce qui permet d’avoir une estimation de la probabilité que Y; soit égale a 1.
On en déduit également pour un nouvel individu n+ 1 une prédiction de
P(Ynt1=1): ~

I/)\n—i—l = gil ((Xe)n—i—l)



Maximum de vraisemblance
Cette méthode est limitée car la variable observée ne prend que 2 valeurs.
On va plut6t revenir & une estimation par maximum de vraisemblance : les

Y; sont des variables de Bernoulli indépendantes de paramétres p;(#). On a
la relation p;(0) = g~ ((X0);) et la vraisemblance s'écrit :

L@(Yla'” le 1_pl(9))17Yi7

(on a un modéle de type binomial). En passant au logarithme, on obtiendra
ainsi :

6 = Argmax g+t Z Yilog [g71((X0)))] + (1 — Y:)log [1 — g 1((X6):)].
i=1



Approximation par Newton-Raphson

— 0 non explicite!
— Méthode de Newton-Raphson pour résoudre f(xp) =0 :

Suite récurrente (up) définie par :

f(un)
Upt1 = Up — f,(u”)'

Avec My = minye; |F(x)] et My = maxye |F(x)], alors

M My \2"-1 n
|u,,—xo|<—|u,,,1—xo|2§ (m) |u0—x0|2 .

Convergence quadratique si ug proche de xp (si 2MW21|U0 — x| < 1).



Utilisation de Newton-Raphson

Extremum local d'une fonction réguliére, soit 0pf(fy) = 0.

Comme 6 est de dimension p + 1, on cherche une solution de I'équation :

£|Og(L9(Y1,'~,Yn):O pour tout i =0,--- , p.

Ainsi on définira la suite (8(") telle que :

-1

ptr+1) — gl (50 og(Lo (Ve . ¥0)).

1

|Og(L9(")(Y17 ) Yn))

89,‘89j ij

Pénible a calculer (dépendantes de la fonction g choisie, ainsi que de X),
mais calcul possible conduisant a un MCG dans le cas Logit (voir le logiciel).



TLC

Théoréme

Si les Y; sont indépendantes, g de classe C?> et X de rang (p + 1), on peut
montrer que :

o2 1/2 r
(75,05, 1o(LaYa YD) (0=0) 5 Nowa 0 hia) (1)

V.

Remarques :

O Les variables Y; ne sont pas identiquement distribuées
@ On a utilisé le Lemme de Slutsky.

— Intervalles de confiance et tests.



Validation et tests

Une fois que I'on obtient § comment savoir si :

© le modéle de régression est acceptable?
@ comment choisir les variables explicatives 7

© comment choisir entre logit, probit,...

Pour 0 calculé, on obtient Y; = I : valeur prédite

pi(0)>1/2
Matrice de confusion Pas spécifique a la méthode de régression logistique :

M= Card(1 prédit, 1 en réalité) Card(0 prédit, 1 en réalité)
o Card(l prédit, 0 en réalité) Card (0 prédit, 0 en réalité) ’

= Comparer différentes méthodes ou différentes bases d’apprentissage.



Tests

Matrice de confusion : niveau d’erreur a partir duquel le modéle est oui ou
non satisfaisant 7

On préférera plutét des tests issus de la statistique inférentielle.
Test de rapport de vraisemblance : Tester des hypothéses telles que :

Ho: 6;;,=0,6;,=0,---,6;, =0 contre Hy : Le modéle est complet,

m

Exemple : Tester significativité d'une variables ou du modele global.

Probléme de test revenant a tester un sous-modéle contre le modéle

complet :
Vraisemblance maximisée sous Hy

T=_2 — :
Vraisemblance maximisée sous H;



Test RV

Théoréme

Lorsque les variables sont indépendantes les unes les autres on montre que
pour un modeéle régulier (ce qui est le cas ici lorsque la fonction g est de
classe C?) et sous Hy :

-2 Iog(?) £, X’(p+1—m).

n—o00

Exemple : Si p = 0, cela revient test Neyman-Pearson



Test de Wald

Test de Wald : Utilise la normalité asymptotique de I'estimateur pour
tester si des coefficients sont nuls ou non
Ho: 6;;,=0,6;,=0,---,0;, =0 contre Hy : Le modéle est complet

Im

On définit ainsi :

7= (0 03) (ae o, 'o8(Li(Ye - Y”)>,-J:/1,...,,-m d,
Théoréme

Sous I'hypothése Hy, on déduit facilement de (1),

T = x%(m).




Sélection de modéles

Utiliser les critéres de sélection de modéles déja vus pour choisir un meilleur
modéle possible.

En particulier, on utilisera le critére BIC défini par :
§IZ'(m) = —2 log(Vraisemblance maximisée pour le modéle m) + log n|m|,

et I'on choisira m = Argmin . \(BIC(m).
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Régression polytomique

Y variable qualitative pouvant prendre J modalités

Exemple : Choix d'un vin blanc, rouge ou rosé

— Estimer en fonction de X la probabilité

pii = P(Yi =j|X) pour j=1....Jeti=1,...,n

On met part une modalité, par exemple la modalité J (choix sans incidence)

On effectue J — 1 régressions logistiques avec logit

Iog(&>:(X0(j)),- pour j=1,...,J—1leti=1,...,n,
PiJ

avec la condition Zle pij = 1, ce qui donne toutes les pj;.



Régression polytomique (suite)

Remarque : Pour chaque modalité j # J on associe un vecteur )

Ona: _
(XG(J)).
Pij = X0k
1+ Zk 1 el
Cela signifie concrétement que |'on va estimer
(Xa(j))i
pPij =
14 Y721 X0

~ J—1 ~
et py =1-2 "7 pjj-
Pour la prédiction d'une valeur on utilise la régle :

Yi = Argmax;_; _;Pi-



Régression polytomique (suite)

Comment estimer les différents vecteurs §U) ?
— Estimateur par maximum de vraisemblance.

Sous I'hypothése (Y;) indépendantes, la vraisemblance s’écrit :
n J i
Yi=j
Lw,...ou-1) (Y1, Ya) = [ | (HPU 1)'
=1 j=1
Cela correspond a la vraisemblance d’une loi multinomiale.

= Algorithme de Newton-Raphson pour approcher (HA(l), e ,g(J_l))

— Tests du rapport de vraisemblance, de Wald, sélection de modéle.



Régression polytomique pour données ordonnées

Si modalités ordonnées, modéle utilisant la variable latente Z = X0 + ¢ :

J
Y = ZJ IZE[aj,l,aj[ ou ag = —00, dj = 00,
Jj=1
et @ = (ai1,...,ay_1) inconnus et a estimer comme 6 = *(6g, ..., 0)).

= P(Yi =) = p(0,0) = F(a; — (X0)i) - F(aj-1 — (X0);)
= Sous |'hypothése (Y;) indépendantes, la vraisemblance s'écrit :
n J '
Loa(Vas o+, Ya) = T (TT (ps6,@))™).
=1 j=1

— Estimation numérique + tests et sélection de modéle.
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Moindres carrés non linéaires

Cadre : (Yi)1<i<n quantitative a expliquer par (X.(j))lg,-g,,, 1<j<p.

1

MCO ou MCG : lien linéaire entre les Y; et les X,-(j).

= Modzéle sous une forme plus générale :
)/I' - g@(Xi(l)v o 7X,'(p)) + Ej

N k . ) )
ou Y;, Xi( ), gy fonction connue, mais 6 est un vecteur inconnu, les ¢;
inconnus, mais indépendants, centrés, de variance finie et constante.

= On cherche a estimer 6 : cadre semi-paramétrique.

Remarque : Cadre non-paramétrique plus général avec un modéle :
1
\/i = g(X,( )7 T 7Xi(p)) + Ej
oll g est inconnue et € a un espace fonctionnel (IL2). Approches possibles :
estimation par noyaux, par splines, par régressions locales, par projection...



Cas unidimensionnel

On se contentera ici d'évoquer le cas unidimensionnel suivant :
Yi = go(Xi) + <.

On suppose impossible de linéariser le modéle, comme pour gy(x) = 6; x%2
par un passage au logarithme.

Exemples : Citons par exemple :
61

Ly ()"
e Un modele de type loi de puissance : gy(x) = 61 + 62 x%

e La fonction de Lorentz : gy(x) =



Méthode

Le but est donc d’estimer § = méthode des moindres carrés.

Il s'agira donc de minimiser (en 6) :

n

S(0) =Y (Vi — (X))’

i=1

= 6= Argming_gaS(0) 1 (MV dans le cas gaussien)

Contrairement au cas linéaire, il peut y avoir plusieurs solutions.

21

x—0>
03

Exemple : Cas de la fonction de Lorentz gy(x) = 5 : 03 ou —03.

1+

= Bijectivité de § — gy clé de |'unicité de 9.



Minimisation

Pour minimiser S(0) pas de formule explicite.

— Minimisation d’une fonction & plusieurs variables.

Solution des équations normales :
n

dgo

0= Z %(Xi)(yi — go(X)))
i=1

Ceci s'écrit matriciellement :

0= £Go(X) (¥ — Go(X))

avec Gy(X) = (go(Xi))., Y = (Y7)i et Gy(X) la matrice (

%8 X))

801' U.

Si 6 une solution de I'équation normale supposée unique, alors

0 ="G;(X) (Y — G4(X)).

()



Minimisation (suite)

Deux possibilités :
@ On utilise une méthode de résolution de type Newton-Raphson;

@ On "linéarise" le systéme avec suite (0%), et formule de Taylor
Gy(X) =~ Gu(X)+ Gu(X) (66
Gy (X) + Gz (X) (81 — 6¥)
On peut écrire que Y — Gz(X) = Y — G5 (X) — Gz (X) (GF+1 — §%).

1

Les équations normales s’approchent alors par les équations :
0= tGa(X) (Y — Gau(X) — Gz(X) (6% — 6¥)).
Si AkHL — gk+l _ gk ot ZKk — y _ 5 (X) (connu) :
0 =Gz (X) (ZF — TGz (X) A

— AR = (165,(X) (X)) G (X).ZX,



Plan du cours o
Rappels sur le modéle linéaire

9 Comportement asymptotique des statistiques
© Sélection de modéle en régression

@ Les possibles problémes et leurs solutions

© Régression logistique et polytdmique

@ Moindres carrés non linéaires

o Comﬁortement as‘mﬁtotiﬂue des estimateurs et tests



TCL pour I'estimateur des moindres carrés non-linéaires

Soit 5 solution des MCNL.

Proposition
On suppose que :
O © est un ouvert borné de R ;
@ Pour 61,6, €0, L 1 (g5,(Xi) — g5,(X)))° o K(81,02) < oo
et K(01,02) #0 si01 # 0y

@ Pour tout x = X;, gy, (69 50, (X)) est continue au voisinage de 6* ;
Q Pour tout 0 dans un voisinage de 0%, la matrice
1(0) = limpyoo £ 307 Go(Xi) Gy(X;) existe et est inversible;
Q (&i); suite de vaud centrées, telles que vars; = o2 et E(e%) < oo,
Alors :

Vi (0-0%) = N(0, 62 1(6%)7Y).

r—o0




ldée de preuve

On montre que :
n

1 o 1 - . 2 P 2 * e ., %
o ;5(9) T Z,_l (Vi — go(X))) poe + K(6*,0) minimisé en 6*.
10 ey g _
(2] - %5(9 ) vérifie un TLC :
Uit Dsey £ N(0, 1(6%))
n 00 n—o0 ’

~

19 :
© Formule de Taylor pour & 57 5(6) :

10, 10% .\ & o
;%5(0):<;w5(9))(94)



Conséquence

Grace au TLC, on peut en déduire :
@ Intervalles de confiance pour les 6;
o Tests de Wald et tests du rapport de vraisemblance

o Sélection de modéle avec un BIC (log-vraisemblance gaussienne)
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