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2. Analyse numérique

2.3 Calcul approché des intégrales
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2. Analyse numérique

2.3 Calcul approché des intégrales

Intégrale?

Définition

Une intégrale | d'une fonction f : [a, b] — R est |'aire algébrique entre
I'axe des abscisses et la courbe y = f(x) poura<x <b:

b
I:/ f(t)dt = Aire(f(x) >0, a<x < b)— Aire(f <0, a<x<b).
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Trois méthodes pour calculer explicitement une intégrale :

Existence de | = fab f(t) dt lorsque f est continue par morceaux sur [a, b]

Propriété J

e Utilisation d'une primitive F telle que F' =f : [ = [F(x)]iJ



Trois méthodes pour calculer explicitement une intégrale :

Existence de | = fab f(t) dt lorsque f est continue par morceaux sur [a, b]

Propriété J

e Utilisation d'une primitive F telle que F' =f : [ = [F(x)]iJ

b b
e IPP: I=/a U (x)v(x)dx = [u(x)v(x)]:7 —/ u(x)v/(x) dx
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Trois méthodes pour calculer explicitement une intégrale :
Propriété J

Existence de | = fab f(t) dt lorsque f est continue par morceaux sur [a, b]

e Utilisation d'une primitive F telle que F' =f: | = [F(x)]s

b b
e IPP: I:/a U (x)v(x) dx = [u(x)v(x)]i7 —/ u(x)v/(x) dx

a
o Changement de variable : on pose x = ¢(t), ¢ C'-diffeomorphisme :

b 51(6)
= / F(x) dx = /¢ INICORIORS



Trois méthodes pour calculer explicitement une intégrale :

Propriété

Existence de | = fab f(t) dt lorsque f est continue par morceaux sur [a, b] J

e Utilisation d'une primitive F telle que F' =f: | = [F(x)]:
b b
e IPP:/ :/ U (x)v(x) dx = [u(x)v(x)]i7 —/a u(x)v/(x) dx

o Changement de variable : on pose x = ¢(t), ¢ C'-diffeomorphisme :

b 51(6)
= / F(x) dx = / F(6(1)) #(1) dt.

¢~1(a)
w/2
Exemple : | = /\/ 1—x%dx = / \/1 — sin?(t) cos( /cosz(t)dt
/2

Comme cos?(t) = 3 (1 + cos(2t)), ona /=3 [t+ jsm(2t‘)]0 =7




Comment faire autrement ?

Exemple : Pour Z 5/\/(0,1), P(-1<Z<2) rfle

—/2gp =7



Comment faire autrement ?
Exemple : Pour Z ~ N(0,1), P(-1<Z <2) = L [%

= Aucune des techniques précédentes ne marche!!

e t/2dt =7

2/
Plus généralement comment calculer Fz(x) = [*_ e\/% dt?




Comment faire autrement ?
Exemple : Pour Z ~ N(0,1), P(—1< Z <2) = L [% e /2dt =

= Aucune des techniques précédentes ne marche!!

t/2

Plus généralement comment calculer Fz(x) = [*_ ¢ dt?
—0o0
[Permet d’avoir les quantiles de Z : par exemple Fz(1.96) ~ 0.975, Fz( 1.645) ~ 0.05]



Comment faire autrement ?
Exemple : Pour Z ~ N(0,1), P(—1< Z <2) = L [% e /2dt =

= Aucune des techniques précédentes ne marche!!

t/2

Plus généralement comment calculer Fz(x) = [*_ ¢ dt?
—0o0
[Permet d’avoir les quantiles de Z : par exemple Fz(l 96) ~ 0.975, Fz( 1.645) ~ 0.05]

On remarque que Fz(x) = 1 + fIXI e /2 /2



Comment faire autrement ?
Exemple : Pour Z ~ N(0,1), P(—1< Z <2) = L [% e /2dt =

= Aucune des techniques précédentes ne marche!!

t/2

Plus généralement comment calculer Fz(x) = [*_ ¢ dt?
—0o0
[Permet d’avoir les quantiles de Z : par exemple Fz(l 96) ~ 0.975, Fz( 1.645) ~ 0.05]

On remarque que Fz(x) = 1 ifIXI e /2 /2

= Calcul approché de | = fab f(t)dt!



Comment faire autrement ?
Exemple : Pour Z ~ N(0,1), P(—1< Z <2) = L [% e /2dt =

= Aucune des techniques précédentes ne marche!!

t/2

Plus généralement comment calculer Fz(x) = [*_ ¢ dt?
—0o0
[Permet d’avoir les quantiles de Z : par exemple Fz(l 96) ~ 0.975, Fz( 1.645) ~ 0.05]

On remarque que Fz(x) = 1 ifIXI e /2 /2

= Calcul approché de | = fab f(t)dt!

Propriété (Sommes de Riemann)

n—1
= k
Si f continue par morceaux, | = lim D—¢ Z f(a +(b— a)—)
n—oo n —0 n




Comment faire autrement ?
Exemple : Pour Z ~ N(0,1), P(—1< Z <2) = L [% e /2dt =

= Aucune des techniques précédentes ne marche!!

P X —2 /2
= ?
Plus généralement comment calculer Fz(x) = [7_ € N dt’
[Permet d’avoir les quantiles de Z : par exemple Fz(l 96) ~ 0.975, Fz(—1.645) ~ 0.05]

On remarque que Fz(x) = 1 ifIXI et /2

= Calcul approché de | = fab f(t)dt!

Propriété (Sommes de Riemann)

n—1
- k
Si f continue par morceaux, | = lim b=a g f(a +(b— a)—)

n—o00 n
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Méthode des rectangles

1 (2 .
Pour approcher | = —/ e /24t
pp /5 .

Calcul de Sp(6) ~ 0.858 : découpage en 6 "rectangles"



Méthode des rectangles

1 (2 .
Pour approcher | = —/ e /24t
pp /5 .

Calcul de Sp(12) ~ 0.840 : découpage en 12 "rectangles"



Méthode des rectangles

1 (2 .
Pour approcher | = —/ e /24t
pp /5 .

Calcul de Sp(24) ~ 0.830 : découpage en 24 "rectangles"



Méthode des rectangles

1 (2 .
Pour approcher | = / e /24t
pPp /5 .

Calcul de 5(100) ~ 0.821 : découpage en 100 "rectangles"




Proposition (Méthode d’approximation dite des rectangles)

, alors

Si f est de classe C* sur [a, b], avec My = sup <<}, |'(x)

1
|l = So(n)| < 5 (b= a)? M.




Proposition (Méthode d’approximation dite des rectangles)

Si f est de classe C* sur [a, b], avec My = sup <<}, |f'(x)|, alors

1
|l = So(n)| < 5 (b= a)? My.

Démonstration.

On a |l — So(n)| = ‘Z/ k(:*:) f(t)— fla+ k(bn— a))) dt‘

(k+1)(b—a)

<Z/ o [#(0) — £(a+ A=) e

Avec My = sup,<,<p |f'(x)| et I'Inégalité des Accroissements Finis, on obtient :

k+1)

n— (b—2a)
k(b — a) = n 1 2
|1—So(n)| <Z/ o Mllt—(a—f—T)‘dthl g/o tdt < - (b—a)’ M.




Méthode des rectangles

Exemples : Si | = —— / 2 10| = M2~ 0.4
\/_

r
[f"(x) = (x% — 1)e = ® donc sur [0, co[ le maximum de |f’| est atteint en 1, d'od My = \/%2]




Méthode des rectangles

: 1 2 —t2/2 ! \x|e‘X2/2
Exemples : Si | = \/—_/ e dt, |f'(x)| = T = M1 ~024
—x2 —1/2

[f"(x) = (x% — 1)e % donc sur [0, co[ le maximum de |f’| est atteint en 1, d'od My = \/ﬂ |

:>|I—50(n)| §21—n(b—a)2M1 S%



Méthode des rectangles

: 1 2 —t2/2 ! \x|e‘X2/2
Exemples : Si | = \/—_/ e dt, |f'(x)| = T = M1 ~024
—x2 —1/2

[f"(x) = (x% — 1)9 % donc sur [0, co[ le maximum de |f’| est atteint en 1, d'od My = \/ﬂ |

:>|/—50(n)| §21—n(b—a)2M1 S%

= [ calculée 3 10~ ™-prés pour n ~ 10™



Méthode des rectangles

f

[f"(x) = (x% — 1)9 = ® donc sur [0, co[ le maximum de |f’| est atteint en 1, d'od My = \/%2]

Exemples : Si | = —— / 2 10| = M2~ 0.4
\ﬁ

— |/—50(n)| < 217(b—a)2 M < %
= [ calculée 3 10~ ™-prés pour n ~ 10™
= Méthode trop lente!

— On remplace les rectangles par des trapézes



Méthode des rectangles

X2/2

. 1 2 —2/2 , |x|e~
Exemples : Si | = \ﬁ/ e dt, |f'(x)| = T M; ~0.24

[f"(x) = (x% — 1)9 — > donc sur [0, 00 le maximum de |f| est atteint en 1, d’od My = \/%2]

— |/—50(n)| < 217(b—a)2 M < %
= [ calculée 3 10~ ™-prés pour n ~ 10™
= Méthode trop lente!

— On remplace les rectangles par des trapézes

{f(HM) +f(a+w)},

n



Méthode des trapézes

1 (2 .
Pour approcher | = —/ e /24t
pp /5 .

Calcul de 51(6) ~ 0.811 : découpage en 6 "trapézes"



Méthode des trapézes

1 (2 .
Pour approcher | = —/ e /24t
pp /5 .

Calcul de 5;(12) ~ 0.817 : découpage en 12 "trapézes"



Méthode des trapézes

1 (2 .
Pour approcher | = —/ e /24t
pp /5 .

Calcul de 5;(24) ~ 0.818 : découpage en 24 "trapezes"



Proposition (Méthode d’approximation dite des trapézes)

On suppose que f est de classe C? sur [a, b] avec M> = sup,<,<p, |F"(x)|.
Alors

|I — 51([‘1)‘ <

1
<o (b— a) M.




Proposition (Méthode d’approximation dite des trapézes)

On suppose que f est de classe C? sur [a, b] avec M> = sup,<,<p, |F"(x)|.
Alors
(b— a) M.

“_51 n)| = 121 2

Démonstration.

En reprenant les calculs précédents, on obtient :

ot (1)

|,_sl<n)|<\z/ o _g{f(H@)H(Hw)}dt\.

n




Proposition (Méthode d’approximation dite des trapézes)

On suppose que f est de classe C? sur [a, b] avec M> = sup,<,<p, |F"(x)|.
Alors

|l = Si(n)| < (b—a)*M,.

1
12 n?

Démonstration.

En reprenant les calculs précédents, on obtient :

(k+1) (b

_g{f(ﬁw)ﬂ(ﬁw)}dt\.

n

|l = Si(n)| < ‘Z/ oo

Par double IPP, /X2 (f(2) - % (FOa) + f(x2)) / (x — x1)(x2 — x)f" (x)dx.




Proposition (Méthode d’approximation dite des trapézes)

On suppose que f est de classe C? sur [a, b] avec M> = sup,<,<p, |F"(x)|.
Alors

|l = Si(n)| < (b—a)*M,.

1
12 n?

Démonstration.

En reprenant les calculs précédents, on obtient :

(k+1) (b

|I—51(n)| < ‘Z/ oo

_g{f(ﬁw)ﬂ(ﬁw)}dt\.

n

Par double IPP, /X2 (f(2) - % (FOa) + f(x2)) / (x — x1)(x2 — x)f" (x)dx.

=

/X2 (F(2) - % (FOa) + F(0)) de| < % /: [(x = )2 — x)|x < % (2 — x1)?.

X1

On applique ce résultat & x; = f(a+ @) et x = f(a+ Mﬂ“’_a)) d’oir le résultat final. [

v

—




Méthode des trapézes

x2/2

1 2 2 2_1)e—
Exem Ie:Silz—/ e PR, f1(x) = &2V g, ~ 0.4
P /_271' 1 ( ) \/ﬂ 2

[F®)(x) = x(3 —xz)% donc sur [0, oo le maximum de |f'/| est atteint en 0, d'oll M = \/%]



Méthode des trapézes

. 1 2 —t2/2 1 (X2_1)e—x2/2
Exemple : Si | = 7 e dt, f(x) = =— 55— = M2~ 04

[FB)(x) = x(3 — x?) & "2 donc sur [0, oo[ le maximum de |f”/| est atteint en 0, d'oll My =

1
v v

- |/ - 51([7)| < 121n2 (b— 3)3 M, < ?1—29



Méthode des trapézes

. 1 2 —t2/2 1 (X2_1)e—x2/2
Exemple : Si | = 7 e dt, f(x) = =— 55— = M2~ 04

[FB)(x) = x(3 — x?) & "2 donc sur [0, oo[ le maximum de |f”/| est atteint en 0, d'oll My =

1
v v

— |/ — 51([7)| < 121n2 (b— 3)3 M2 < ?1—29

— | calculée a 10~"-prés pour n ~ 10™/2



Méthode des trapézes

X271)e—x2/2

1 [? .
Exem Ie:SiI:/ et /2dt, f'(x :(7,:>I\/I ~ 0.4
P V2r o1 () var ?

[F®)(x) = x(3 —xz)e?/%:z donc sur [0, oo[ le maximum de |f"/| est atteint en 0, d'olt Mo =

L]
V2w

— |/—51(n)| < ﬁ(b—af M2 < ?TE
— | calculée a 10~"-prés pour n ~ 10™/2

= Méthode beaucoup plus rapide!



Méthode des trapézes

X271)e—x2/2

1 [? .
Exem Ie:SiI:/ et /2dt, f'(x :(7,:>I\/I ~ 0.4
P V2r o1 () var ?

e
[F®)(x) = x(3 —xz)e\/ﬂ:2 donc sur [0, oo[ le maximum de |f"/| est atteint en 0, d'olt Mo = \/%]

— |/—51(n)| < ﬁ(b—af M2 < ?TE
— | calculée a 10~"-prés pour n ~ 10™/2
= Méthode beaucoup plus rapide!

— Mais on peut encore faire mieux...



Méthode des trapézes

X271)e—x2/2

1 [? .
Exem Ie:SiI:/ et /2dt, f'(x :(7,:I\/I ~ 0.4
P V2r o1 () var ?

[F®)(x) = x(3 —xz)e?/%:z donc sur [0, oo[ le maximum de |f"/| est atteint en 0, d'olt Mo =

L]
V2m
— |/—51(n)| < ﬁ(b—af M2 < %

— | calculée a 10~"-prés pour n ~ 10™/2

= Méthode beaucoup plus rapide!

— Mais on peut encore faire mieux...

2n n

Sa(m) = L S (a0 MO )y (o GRHDB )y, (KED(B=2)yy
k=0



Méthode de Simpson

1 2
Pour approcher | = —/ e X224
pPp 5 .

Découpage en 4 zones



Méthode des Simpson

1 (2 .
Pour approcher | = —/ e /24t
pp 5 .

Interpolation par une parabole dans chaque zone




Définition (Polynéme d'interpolation de Lagrange)

Soit x1 < xp < -++ < Xm, [ [x1,xm] = R. Il existe un unique polynéme P
de degré (m — 1) tel que P(x;) = f(x;) pour tout i =1,---  n, appelé
polynéme d’interpolation de Lagrange. On a :

" T ax— %)
Pix)=Y f(x) =iz ’~ pour tout x € R.
,z_; I [T = x5)




Définition (Polynéme d'interpolation de Lagrange)

Soit x1 < xp < -++ < Xm, [ [x1,xm] = R. Il existe un unique polynéme P
de degré (m — 1) tel que P(x;) = f(x;) pour tout i =1,---  n, appelé
polynéme d’interpolation de Lagrange. On a :

" T ax— %)
Pix)=Y f(x) =iz ’~ pour tout x € R.
; I [T = x5)

En conséquence :

n—1 . (1)(b=3)
Sa(n) = Zl / :k(bfa)" Py (x) dx
k=0"3" "5
— n—1 — — —
_ (b6na) ;{f<a+ k(bn a)) +4f<a+ (2k+12)n(b a)> +f(a+ (k+1)n(b a)>



Proposition (Méthode d’approximation de Simpson)

On suppose que f est de classe C* sur [a, b] avec My = sup,<, <, IF®(x)).

Alors
1

= < ———(b—2a)>M,.
‘/ 52(n)‘ = 5880 (b a) M4

2

1 2 —t2 x4 —6x2+3)e” T
Exemple : | = \/_2_77/_16 E2dt, FW(x) = %, = My ~1.2



Proposition (Méthode d’approximation de Simpson)

On suppose que f est de classe C* sur [a, b] avec My = sup,<, <, IF®(x)).

Alors
1

= < ———(b—2a)>M,.
‘/ 52(n)‘ = 5880 (b a) M4

2

1 2 _ 42 4_6x243 — %
Exemple : | = \/E/_le B2t f3)(x) = % = My~ 1.2

= |I - 52(”)| < 28810n4 (b—a)® My < %41



Proposition (Méthode d’approximation de Simpson)

On suppose que f est de classe C* sur [a, b] avec My = sup,<, <, IF®(x)).
Alors

|1 — Sa(n (b — a)°® M.

)‘ < #
2880 n*

2

1 2 _ 42 4_6x243 — %
Exemple : | = \/E/_le B2t f3)(x) = % = My~ 1.2

= |I - 52(”)| < 28810n4 (b—a)® My < %41

— [ calculée 3 2.1071%-prés pour n ~ 5000



Proposition (Méthode d’approximation de Simpson)

On suppose que f est de classe C* sur [a, b] avec My = sup,<, <, IF®(x)).
Alors

|1 — Sa(n (b — a)°® M.

)‘ < #
2880 n*

2

1 2 _ 42 4_6x243 — %
Exemple : | = \/E/_le B2t f3)(x) = % = My~ 1.2

= |I - 52(”)| < 28810n4 (b—a)® My < %41

— [ calculée 3 2.1071%-prés pour n ~ 5000

— Méthode trés puissante !



