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3. Variables aléatoires
3.1 Dé�nitions et propriétés générales

Dé�nition

Soit (Ω,A) un espace probabilisable. On appelle variable aléatoire X à

valeurs dans I ⊂ IR, une application de Ω→ I telle que pour tout x ∈ IR,

l'événement

{X ≤ x} = {ω ∈ Ω tel que X (ω) ≤ x} = X−1(]−∞, x ])

soit un événement de A.

Exemple : Ω =
{

(P,P), (P,F ), (F ,F ), (F ,P)
}
, A = P(Ω), X nombre de P.

Pour chaque ω ∈ Ω, X (ω) ∈ {0, 1, 2} = I , par exemple X ({(P,F )}) = 1.

On a


{X ≤ x} = ∅ pour x < 0

{X ≤ x} = {(F ,F )} pour 0 ≤ x < 1

{X ≤ x} = {(F ,F ), (P,F ), (F ,P)} pour 1 ≤ x < 2

{X ≤ x} = Ω pour 2 ≤ x

=⇒ X variable aléatoire.
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Deux cas particuliers importants sont à distinguer :

Dé�nition

Si I = {xj}j∈J avec J ⊂ IN (par exemple I = {0, 1}, I = ZZ,...), X est

appelée variable aléatoire discrète.

Si I est une union dénombrable de "vrais" intervalles de IR (par exemple

I = [0, 1], I = IR+,...), X peut être une variable aléatoire continue.

Exemples :
Soit Ω =

{
1, . . . , 6}2, A = P(Ω) et X

(
(i , j)

)
= i + j pour (i , j) ∈ Ω.

X est à valeurs dans I = {2, . . . , 12}.

On a


{X ≤ x} = ∅ pour x < 2

{X ≤ x} =
{

(1, 1)
}

pour 2 ≤ x < 3

{X ≤ x} =
{

(1, 1), (1, 2), (2, 1)
}

pour 3 ≤ x < 4

· · · · · · · · · · · · · · ·
=⇒ X variable aléatoire.

Soit Ω = [0, 1], A = B([0, 1]) et X tel que X (ω) = 2ω − 1 pour ω ∈ Ω.

X est à valeurs dans I = [−1, 1].

On a


{X ≤ x} = ∅ pour x < −1
{X ≤ x} = [0, (x + 1)/2] pour − 1 ≤ x < 1

{X ≤ x} = [0, 1] pour 1 ≤ x
=⇒ X variable aléatoire.
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Fonction de répartition
Remarque : Si A = P(Ω), {X ≤ x} ∈ A pour tout x ∈ IR : toute

application est une v.a.

Dé�nition

Soit (Ω,A, IP) un espace de probabilités et X une variable aléatoire sur

(Ω,A, IP) à valeurs dans I . On appelle fonction de répartition de X la

fonction FX : IR→ [0, 1] telle que FX (x) = IP(X ≤ x), pour x ∈ IR.

Exemple : Tracés des fonctions de répartition pour 2 exemples précédents :

0 2 4 6 8 10 12 14
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Propriété

1 Fx est une fonction croissante sur IR.

2 lim
x→−∞

FX (x) = 0 et lim
x→+∞

FX (x) = 1.

3 IP(a < X ≤ b) = FX (b)− FX (a), pour tout −∞ ≤ a < b ≤ +∞.

Démonstration.

1 Si x ≤ y , {X ≤ x} ⊂ {X ≤ y}, d'où IP
(
{X ≤ x}

)
≤ IP

(
{X ≤ y}

)
=⇒ FX (x) ≤ FX (y).

2 On a montré que si (An)n∈IN est une suite d'événement de A tel que An ⊂ An+1 pour

tout n ∈ IN, alors limn→IN IP(An) = IP
(⋃

n∈IN An

)
.

Soit (xn)n∈IN une suite croissante de réels quelconque telle que lim
n→∞

xn =∞. Si

An = {X ≤ xn}, lim
n→IN

IP(An) = lim
n→IN

FX (xn) = IP(Ω) = 1. D'où lim
x→+∞

FX (x) = 1.

On a FX (x) = 1− IP(X > x). Même preuve pour (xn) suite décroissante tendant

vers −∞ et An = {X > xn} =⇒ limx→−∞ IP(X > x) = 1 =⇒ lim
x→−∞

FX (x) = 0.

3 A = {X ≤ a}, B = {a < X ≤ b} et C = {X > b}. Alors A, B et C partition de Ω.

D'où IP(A) + IP(B) + IP(C) = 1. Comme IP(A) = FX (a), 1− IP(C) = FX (b) on

obtient IP(B) = FX (b)− FX (a).
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Dé�nition

Soit X une v.a. sur un espace de probabilité (Ω,A, IP) et à valeurs dans I .

Si X est une v.a. discrète (I = {xj}i∈J), on appelle loi de probabilité
de X l'application IPX : {xj}j∈J → IP(X = xj) = IPX (xj).

S'il existe fX : IR→ [0,+∞[ telle que FX (x) =

∫ x

−∞
fX (t) dt ∀x ∈ IR,

X est alors appelée v.a. continue et fX densité de probabilité de X .

Remarque : termes plus précis : v.a. absolument continue et fX densité par

rapport à la mesure de Lebesgue.

Important :
(
[0, 1],B([0, 1])

)
X nombre pris uniformément dans [0, 1].

=⇒ X (ω) = ω pour tout ω ∈ [0, 1].
IP : même probabilité pour tout intervalle de même taille

=⇒ IP(X ∈ [a, b]) = b − a pour 0 ≤ a ≤ b ≤ 1

=⇒ FX (x) = x pour 0 ≤ x ≤ 1, 0 si x ≤ 0, 1 si x ≥ 1

=⇒ fX (x) = 1 pour 0 ≤ x ≤ 1, 0 si x ≤ 0, 0 si x ≥ 1
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Propriété

Si X v.a. discrète à valeurs dans I = {xj}i∈J alors
∑

j∈J IP(X = xj) = 1.

Si X v.a. continue alors
∫ +∞
−∞ fX (t) dt = 1.

Démonstration.

Formule des probabilités totales : Ω =
⋃

i∈J{X = xj} et ({X = xj})i partition...

limx→∞ FX (x) = 1 = limx→∞
∫ x

−∞ fX (t) dt d'où
∫ +∞
−∞ fX (t) dt = 1

Exemple : Pour fX (t) = λ e−λt pour t ≥ 0 et fX (t) = 0 si t < 0 : v.a. exponentielle

=⇒ FX (x) = 0 si x ≤ 0, FX (x) =
∫ x

0
λ e−λtdt = 1− e−λx pour x ≥ 0.
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Fonction de répartition (suite)

Propriété

Si X : Ω→ (xj)j∈J , J ⊂ IN∗ est une v.a. discrète, alors

FX est une fonction en escalier sur IR, avec sauts en les xj .

IP(X = xj) = FX (xj)− limx→x−j
FX (x) pour tout j ∈ J.

Démonstration.

pour tout x ∈ IR,

si inf j∈J xj > −∞ et x < inf j∈J xj =⇒ FX (x) = 0

ou

∃j1 ∈ J, xj1 ≤ x < min(xj , xj > xj1) =⇒ FX (x) =
∑

xj≤xj1

IP(X = xj)

ou

si supj∈J xj < +∞ et x > supj∈J xj =⇒ FX (x) = 1

Ce sont les seules valeurs pouvant être prises par FX .

On a FX (xj) =
∑

xk≤xj
IP(X = xk), lim

x→x−j
FX (x) =

∑
xk<xj

IP(X = xk)...

Remarque : Pour X v.a. discrète, FX est discontinue. Cours de Probabilités 9 / 16
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Propriété

Si X est une v.a. continue de densité de probabilité fX alors :

FX continue sur IR et F ′X (x) = fX (x) pour presque tout x ∈ IR.

IP(a < X ≤ b) =
∫ b
a fX (t) dt, pour tout −∞ ≤ a < b ≤ +∞.

IP(X = x) = 0 pour tout x ∈ IR.

Démonstration.

Si x telle que fX continue en x on dé�nit G une primitive de fX alors

FX (x) =
∫ x

−∞ fX (t) dt = lim
u→−∞

[
G(t)

]x
u

= G(x)− lim
u→∞

G(u), d'où F ′X (x) = fX (x).

IP(a < X ≤ b) = FX (b)− FX (a) =
∫ a

−∞ fX (t) dt +
∫ b

a
fX (t) dt −

∫ a

−∞ fX (t) dt

relation de Chasles, donc IP(a < X ≤ b) =
∫ b

a
fX (t) dt.
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Dé�nition

Si X une v.a. sur (Ω,A, IP) à valeurs dans I et h : I → IR continue par

morceaux,

IE
[
h(X )

]
=

∫
Ω
h(X (ω)) d IP(ω) si cela existe ! !.

Remarque : Cette formule nécessite des connaissances de L3...

Dé�nition

Si X v.a. discrète à valeurs dans I = {xj}i∈J), l'espérance de X est

IE[X ] =
∑
j∈J

xj IP(X = xj) si
∑

j∈J |xj | IPX (xj) <∞.

Si X est une v.a. continue de densité fX , l'espérance de X est

IE[X ] =

∫ +∞

−∞
t fX (t) dt si

∫ +∞
−∞ |t| fX (t) dt <∞.
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Exemples (v.a. discrètes) :

1 Loi de Bernoulli B(p) X : Ω→ {0, 1},
{ IP(X = 1) = p ∈ [0, 1]

IP(X = 0) = 1− p
=⇒ IE[X ] = 0 ∗ (1− p) + 1 ∗ p = p.

2 Loi Géométrique G(p) X : Ω→ IN∗, IP(X = k) = p(1− p)k−1 k ∈ IN∗

=⇒ IE[X ] =
∑∞

k=1
k p(1− p)k−1.[

Si S(x) =
∑∞

k=0
xk = (1− x)−1 et |x | < 1, S ′(x) =

∑∞
k=1

kxk−1 = (1− x)−2
]

=⇒ IE[X ] = pS ′(1− p) = p−1 si p 6= 0.

3 Si X : Ω→ IN∗, IP(X = k) =
1

k
− 1

k + 1
=

1

k(k + 1)
, k ∈ IN∗

[ n∑
k=1

IP(X = k) =
(
1−

1

2

)
+
(1
2
−

1

3

)
+
(1
3
−

1

4

)
+ ... = 1−

1

n + 1
−→

n→+∞
1

]
=⇒ IE[X ] =

∑∞
k=1

1

k+1
= +∞.[

1

k+1
≥ ln

(
1 + 1

k+1

)
= ln(k + 2)− ln(k + 1) car u ≥ ln(1 + u)

d'où IE[X ] ≥ (ln(2)− ln(1)) + (ln(3)− ln(2)) + (ln(4)− ln(2)) + . . . = +∞
]
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− 1

k + 1
=

1

k(k + 1)
, k ∈ IN∗

[ n∑
k=1

IP(X = k) =
(
1−

1

2

)
+
(1
2
−

1

3

)
+
(1
3
−

1

4

)
+ ... = 1−

1

n + 1
−→

n→+∞
1

]
=⇒ IE[X ] =

∑∞
k=1

1

k+1
= +∞.[

1

k+1
≥ ln

(
1 + 1

k+1

)
= ln(k + 2)− ln(k + 1) car u ≥ ln(1 + u)
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Exemples (v.a. continues) :

1 Loi Uniforme U([0, 1]) X : Ω→ [0, 1],
{ fX (x) = 1 x ∈ [0, 1]

fX (x) = 0 sinon

=⇒ IE[X ] =

∫ ∞
−∞

t fX (t) dt =

∫
1

0

t dt =
[1
2
t2
]1
0

=
1

2
.

2 Loi Exponentielle E(λ) X : Ω→ [0,∞[,
{ fX (x) = λ e−λ x x ≥ 0

fX (x) = 0 sinon

=⇒ IE[X ] =

∫ ∞
−∞

t fX (t) dt = λ

∫ ∞
0

t e−λ t dt.

=
[
− t e−λ t

]∞
0

+

∫ ∞
0

e−λ t dt (IPP)

= 0− 0 +
[
− 1

λ
e−λ t

]∞
0

=
1

λ
.

3 Loi de Cauchy C(1) X : Ω→ IR, fX (x) = 1

π
1

1+x2
pour x ∈ IR

=⇒ IE[X ] =
1

π

∫ ∞
−∞

t

1 + t2
dt n'existe pas.
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Dé�nition

Soit h : I → IR une fonction continue par morceaux.

Si X v.a. discrète à valeurs dans I = {xj}i∈J), l'espérance de h(X ) est

IE[h(X )] =
∑
j∈J

h(xj)IP(X = xj) si
∑

j∈J |h(xj)| IPX (xj) <∞.

Si X est une v.a. continue de densité fX , l'espérance de h(X ) est

IE[h(X )] =

∫ +∞

−∞
t fX (t) dt si

∫ +∞
−∞ |h(t)| fX (t) dt <∞.

Remarque : Si on pose Y = h(X ) avec h continue par morceaux, Y est

aussi une v.a. sur
(
Ω,A, IP

)
car h−1(]−∞, x ]) =

⋃M
k=1

Ik avec Ik intervalle,

{h(X ) ≤ x} =
M⋃
k=1

{X ∈ Ik} ∈ A et IE
[
h(X )

]
= IE[Y ] existe si IE[|Y |] <∞.
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Propriété

Si X et Y sont deux v.a. sur
(
Ω,A, IP

)
:

Si X = a, a ∈ IR une constante, IE[X ] = a.

Si h : IR2 → IR continue par morceaux, Z = h(X ,Y ) v.a. sur
(
Ω,A

)
;

Si X ≥ Y alors IE[X ] ≥ IE[Y ] quand IE[|X |] <∞ et IE[|Y |] <∞ ;

Si c ∈ IR, IE
[
X + c Y

]
= IE[X ] + c IE[Y ] si IE[|X |] <∞ et IE[|Y |] <∞.

Démonstration.

Variable discrète telle que IP(X = a) = 1 d'où IE[X ] = a× 1 = a.

Z est une application de Ω dans IR. On admet que {h(X ,Y ) ≤ z} ∈ A.
Comme IE[X ] =

∫
Ω
X (ω) d IP(ω) et IE[Y ] =

∫
Ω
Y (ω) d IP(ω) on utilise le fait que∫

g ≥
∫
f quand g ≥ f .

On a X + c Y v.a. sur
(
Ω,A, IP

)
. On a |X + c Y | ≤ |X |+ |c| |Y |. Donc

IE
[
|X + c Y |

]
≤ IE[|X |] + |c| IE[|Y |] <∞ et IE[X + c Y ] existe. Soit IE

[
X + c Y

]
=∫

Ω
(X (ω) + c Y (ω)) d IP(ω) =

∫
Ω
X (ω) d IP(ω) + c

∫
Ω
Y (ω) d IP(ω) = IE[X ] + c IE[Y ].

Conséquence : Si IE[X 2] <∞ alors IE[|X |] <∞ car |X | ≤ 1

2
(1 + X 2).
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Comme IE[X ] =

∫
Ω
X (ω) d IP(ω) et IE[Y ] =

∫
Ω
Y (ω) d IP(ω) on utilise le fait que∫

g ≥
∫
f quand g ≥ f .

On a X + c Y v.a. sur
(
Ω,A, IP

)
. On a |X + c Y | ≤ |X |+ |c| |Y |. Donc

IE
[
|X + c Y |

]
≤ IE[|X |] + |c| IE[|Y |] <∞ et IE[X + c Y ] existe. Soit IE

[
X + c Y

]
=∫

Ω
(X (ω) + c Y (ω)) d IP(ω) =

∫
Ω
X (ω) d IP(ω) + c

∫
Ω
Y (ω) d IP(ω) = IE[X ] + c IE[Y ].

Conséquence : Si IE[X 2] <∞ alors IE[|X |] <∞ car |X | ≤ 1

2
(1 + X 2).
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Propriété
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Proposition

Si X v.a. sur (Ω,A, IP) et IE[X 2] <∞, on appelle variance de X le réel tel

que

var(X ) = IE
[
(X − IE[X ])2

]
= IE[X 2]−

(
IE[X ]

)2 ∈ [0,∞[.

Démonstration.

D'après ce qui précède, si IE[X 2] <∞ alors IE[|X |] <∞ donc IE[X ] existe. Soit

h(x) = x2 −
(
IE[X ]

)
2

d'où IE
[
|h(X )|

]
<∞. De plus IE

[
(X − IE[X ])2

]
=

IE
[
X 2 − 2X E [X ] + (IE[X ])2

]
= IE

[
X 2
]
− 2 IE[X ]E [X ] + (IE[X ])2 = IE

[
X 2
]
−
(
IE[X ]

)
2

.

Dé�nition

Si IE[X 2] <∞, on dé�nit l'écart-type de X , σX =
√

var(X ) ∈ [0,∞[.

Exemple : Si X = a, a ∈ IR une constante, var(X ) = σX = 0.

Propriété

Si IE[X 2] <∞, (a, c) ∈ IR2, var(a + c X ) = c2var(X ) ∈ [0,∞[.
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