Cours de Probabilités

Licence M.I.A.S.H.S. Premiére Année

A
A
UNIVERSITE PARIS 1

PANTHFEON SORBONNE

Année 2019-2020



3. Variables aléatoires

3.1 Définitions et propriétés générales



3. Variables aléatoires

3.1 Définitions et propriétés générales

Définition

Soit (£2,.A) un espace probabilisable. On appelle variable aléatoire X a
valeurs dans | C R, une application de Q2 — | telle que pour tout x € R,
I'événement

{X <x} ={weQ tel que X(w) < x} = X"H] — 00, x])

soit un événement de A.




3. Variables aléatoires

3.1 Définitions et propriétés générales

Définition

Soit (£2,.A) un espace probabilisable. On appelle variable aléatoire X a
valeurs dans | C R, une application de Q2 — | telle que pour tout x € R,
I'événement

{X <x} ={weQ tel que X(w) < x} = X"H] — 00, x])

soit un événement de A. |

Exemple : Q = {(P, P),(P,F),(F,F),(F,P)}, A=P(Q), X nombre de P.




3. Variables aléatoires

3.1 Définitions et propriétés générales

Définition

Soit (£2,.A) un espace probabilisable. On appelle variable aléatoire X a

valeurs dans | C R, une application de Q2 — | telle que pour tout x € R,
I"événement

{X <x} ={weQ tel que X(w) < x} = X"H] — 00, x])

soit un événement de A.

vy

Exemple : Q = {(P, P),(P,F),(F,F),(F,P)}, A=P(Q), X nombre de P.
Pour chaque w € Q, X(w) € {0,1,2} =/, par exemple X({(P, F)}) = 1.




3. Variables aléatoires

3.1 Définitions et propriétés générales

Définition

Soit (£2,.A) un espace probabilisable. On appelle variable aléatoire X a
valeurs dans | C R, une application de Q2 — | telle que pour tout x € R,
I'événement

{X <x} ={weQ tel que X(w) < x} = X"H] — 00, x])

soit un événement de A.

vy

Exemple : Q = {(P, P),(P,F),(F,F),(F,P)}, A=P(Q), X nombre de P.
Pour chaque w € Q, X(w) € {0,1,2} =/, par exemple X({(P, F)}) = 1.

{X<x}=0 pour x < 0
On a



3. Variables aléatoires

3.1 Définitions et propriétés générales

Définition

Soit (£2,.A) un espace probabilisable. On appelle variable aléatoire X a
valeurs dans | C R, une application de Q2 — | telle que pour tout x € R,
I'événement

{X <x} ={weQ tel que X(w) < x} = X"H] — 00, x])

soit un événement de A.

vy

Exemple : Q = {(P, P),(P,F),(F,F),(F,P)}, A=P(Q), X nombre de P.
Pour chaque w € Q, X(w) € {0,1,2} =/, par exemple X({(P, F)}) = 1.

{X<x}=0 pour x < 0

On a {X<x}=A{(F,F)} pour 0 <x <1



3. Variables aléatoires

3.1 Définitions et propriétés générales

Définition

Soit (£2,.A) un espace probabilisable. On appelle variable aléatoire X a
valeurs dans | C R, une application de Q2 — | telle que pour tout x € R,
I'événement

{X <x} ={weQ tel que X(w) < x} = X"H] — 00, x])

soit un événement de A.

vy

Exemple : Q = {(P, P),(P,F),(F,F),(F,P)}, A=P(Q), X nombre de P.
Pour chaque w € Q, X(w) € {0,1,2} =/, par exemple X({(P, F)}) = 1.

{X<x}=0 pour x < 0
{X<x}=A{(F,F)} pour 0 <x <1

On a {X <x}={(F,F),(P,F),(F,P)} pourl<x<?2



3. Variables aléatoires

3.1 Définitions et propriétés générales

Définition

Soit (£2,.A) un espace probabilisable. On appelle variable aléatoire X a

valeurs dans | C R, une application de Q2 — | telle que pour tout x € R,
I"événement

{X <x} ={weQ tel que X(w) < x} = X"H] — 00, x])

soit un événement de A.

vy

Exemple : Q = {(P, P),(P,F),(F,F),(F,P)}, A=P(Q), X nombre de P.
Pour chaque w € Q, X(w) € {0,1,2} =/, par exemple X({(P, F)}) = 1.

{X<x}=0 pour x < 0
0 {X<x}=A{(F,F)} pour 0 < x <1
"3 (X <x}={(F,F),(P,F),(F,P)} pourl<x<?2
{X<x}=Q pour 2 < x



3. Variables aléatoires

3.1 Définitions et propriétés générales

Définition

Soit (£2,.A) un espace probabilisable. On appelle variable aléatoire X a

valeurs dans | C R, une application de Q2 — | telle que pour tout x € R,
I"événement

{X <x} ={weQ tel que X(w) < x} = X"H] — 00, x])

soit un événement de A.

vy

Exemple : Q = {(P, P),(P,F),(F,F),(F,P)}, A=P(Q), X nombre de P.
Pour chaque w € Q, X(w) € {0,1,2} =/, par exemple X({(P, F)}) = 1.

{X<x}=0 pour x < 0
0 {X<x}=A{(F,F)} pour 0 < x <1
"3 (X <x}={(F,F),(P,F),(F,P)} pourl<x<?2
{X<x}=Q pour 2 < x

= X variable aléatoire.



Deux cas particuliers importants sont & distinguer :



Deux cas particuliers importants sont & distinguer :
Définition
o Sil ={xj}jes avec J C N (par exemple | = {0,1}, | =Z,...), X est
appelée variable aléatoire discréte.




Deux cas particuliers importants sont & distinguer :
Définition
o Sil ={xj}jes avec J C N (par exemple | = {0,1}, | =Z,...), X est
appelée variable aléatoire discréte.

@ Si | est une union dénombrable de "vrais" intervalles de R (par exemple
I =[0,1], I = R*,...), X peut étre une variable aléatoire continue.




Deux cas particuliers importants sont & distinguer :
Définition
o Sil ={xj}jes avec J C N (par exemple | = {0,1}, | =Z,...), X est
appelée variable aléatoire discréte.

@ Si | est une union dénombrable de "vrais" intervalles de R (par exemple
I =[0,1], I = R*,...), X peut étre une variable aléatoire continue.

Exemples :
@ Soit @ ={1,...,6}*, A="P(Q) et X((i,j)) =i+ pour (i,j) € Q.
X est a valeurs dans | = {2,...,12}.



Deux cas particuliers importants sont & distinguer :
Définition
o Sil ={xj}jes avec J C N (par exemple | = {0,1}, | =Z,...), X est
appelée variable aléatoire discréte.

@ Si | est une union dénombrable de "vrais" intervalles de R (par exemple
I =[0,1], I = R*,...), X peut étre une variable aléatoire continue.

Exemples :
@ Soit @ ={1,...,6}*, A="P(Q) et X((i,j)) =i+ pour (i,j) € Q.
X est a valeurs dans | = {2,...,12}.
{X<x}=190 pour x < 2

On a



Deux cas particuliers importants sont & distinguer :
Définition
o Sil ={xj}jes avec J C N (par exemple | = {0,1}, | =Z,...), X est
appelée variable aléatoire discréte.

@ Si | est une union dénombrable de "vrais" intervalles de R (par exemple
I =[0,1], I = R*,...), X peut étre une variable aléatoire continue.

Exemples :
@ Soit @ ={1,...,6}*, A="P(Q) et X((i,j)) =i+ pour (i,j) € Q.
X est a valeurs dans | = {2,...,12}.
{X<x}=190 pour x < 2
On a X <xp={(11} pour 2 < x < 3



Deux cas particuliers importants sont & distinguer :
Définition
o Sil ={xj}jes avec J C N (par exemple | = {0,1}, | =Z,...), X est
appelée variable aléatoire discréte.

@ Si | est une union dénombrable de "vrais" intervalles de R (par exemple
I =[0,1], I = R*,...), X peut étre une variable aléatoire continue.

Exemples :
@ Soit @ ={1,...,6}*, A="P(Q) et X((i,j)) =i+ pour (i,j) € Q.
X est a valeurs dans | = {2,...,12}.
{X<x}=0 pour x < 2
On a {X<xp={(11)} pour 2 < x < 3
{X <x}={(1,1),(1,2),(2,1)} pour3<x<4



Deux cas particuliers importants sont & distinguer :
Définition
o Sil ={xj}jes avec J C N (par exemple | = {0,1}, | =Z,...), X est
appelée variable aléatoire discréte.

@ Si | est une union dénombrable de "vrais" intervalles de R (par exemple
I =[0,1], I = R*,...), X peut étre une variable aléatoire continue.

Exemples :
@ Soit @ ={1,...,6}*, A="P(Q) et X((i,j)) =i+ pour (i,j) € Q.
X est a valeurs dans | = {2,...,12}.
{X<x}=0 pour x < 2
On a {X<xp={(11)} pour 2 < x < 3
{X <x}={(1,1),(1,2),(2,1)} pour3<x<4



Deux cas particuliers importants sont & distinguer :
Définition
o Sil ={xj}jes avec J C N (par exemple | = {0,1}, | =Z,...), X est
appelée variable aléatoire discréte.

@ Si | est une union dénombrable de "vrais" intervalles de R (par exemple
I =[0,1], I = R*,...), X peut étre une variable aléatoire continue.

Exemples :
@ Soit @ ={1,...,6}*, A="P(Q) et X((i,j)) =i+ pour (i,j) € Q.
X est a valeurs dans | = {2,...,12}.
{X<x}=0 pour x < 2
{X<xp={(11)} pour 2 < x < 3
{X <x}={(1,1),(1,2),(2,1)} pour3<x<4

On a

= X variable aléatoire.



Deux cas particuliers importants sont & distinguer :
Définition
o Sil ={xj}jes avec J C N (par exemple | = {0,1}, | =Z,...), X est
appelée variable aléatoire discréte.

@ Si | est une union dénombrable de "vrais" intervalles de R (par exemple
I =[0,1], I = R*,...), X peut étre une variable aléatoire continue.

Exemples :
@ Soit @ ={1,...,6}*, A="P(Q) et X((i,j)) =i+ pour (i,j) € Q.
X est a valeurs dans | = {2,...,12}.
{X<x}=0 pour x < 2
{X<xp={(11)} pour 2 < x < 3
{X <x}={(1,1),(1,2),(2,1)} pour3<x<4

On a
— X variable aléatoire.

@ Soit 2 =[0,1], A= B([0,1]) et X tel que X(w) =2w — 1 pour w € Q.
X est a valeurs dans | = [—1,1].



Deux cas particuliers importants sont & distinguer :
Définition
o Sil ={xj}jes avec J C N (par exemple | = {0,1}, | =Z,...), X est
appelée variable aléatoire discréte.

@ Si | est une union dénombrable de "vrais" intervalles de R (par exemple
I =[0,1], I = R*,...), X peut étre une variable aléatoire continue.

Exemples :
@ Soit @ ={1,...,6}*, A="P(Q) et X((i,j)) =i+ pour (i,j) € Q.
X est a valeurs dans | = {2,...,12}.
{X<x}=10 pour x < 2
{X<xp={(11)} pour 2 < x < 3
{X <x}= {(1, 1),(1,2),(2, 1)} pour 3 < x < 4

On a

= X variable aléatoire.
@ Soit 2 =[0,1], A= B([0,1]) et X tel que X(w) =2w — 1 pour w € Q.
X est a valeurs dans | = [—1,1].
{X<x}=0 pour x < —1
Ona {



Deux cas particuliers importants sont & distinguer :
Définition
o Sil ={xj}jes avec J C N (par exemple | = {0,1}, | =Z,...), X est
appelée variable aléatoire discréte.

@ Si | est une union dénombrable de "vrais" intervalles de R (par exemple
I =[0,1], I = R*,...), X peut étre une variable aléatoire continue.

Exemples :
@ Soit @ ={1,...,6}*, A="P(Q) et X((i,j)) =i+ pour (i,j) € Q.
X est a valeurs dans | = {2,...,12}.
{X<x}=10 pour x < 2
{X<xp={(11)} pour 2 < x < 3
{X <x}= {(1, 1),(1,2),(2, 1)} pour 3 < x < 4

On a

— X variable aléatoire.
@ Soit 2 =[0,1], A= B([0,1]) et X tel que X(w) =2w — 1 pour w € Q.

X est a valeurs dans | = [—1,1].
{X<x}=10 pour x < —1
Ona ¢ {X<x}=1[0,(x+1)/2] pour —1<x<1



Deux cas particuliers importants sont & distinguer :
Définition
o Sil ={xj}jes avec J C N (par exemple | = {0,1}, | =Z,...), X est
appelée variable aléatoire discréte.

@ Si | est une union dénombrable de "vrais" intervalles de R (par exemple
I =[0,1], I = R*,...), X peut étre une variable aléatoire continue.

Exemples :
@ Soit @ ={1,...,6}*, A="P(Q) et X((i,j)) =i+ pour (i,j) € Q.
X est a valeurs dans | = {2,...,12}.
{X<x}=10 pour x < 2
{X<xp={(11)} pour 2 < x < 3
{X <x}= {(1, 1),(1,2),(2, 1)} pour 3 < x < 4

On a

— X variable aléatoire.
@ Soit 2 =[0,1], A= B([0,1]) et X tel que X(w) =2w — 1 pour w € Q.

X est a valeurs dans | = [—1,1].
{X<x}=10 pour x < —1
Ona ¢ {X<x}=1[0,(x+1)/2] pour —1<x<1
{X <x}=10,1] pour 1 < x



Deux cas particuliers importants sont & distinguer :
Définition
o Sil ={xj}jes avec J C N (par exemple | = {0,1}, | =Z,...), X est
appelée variable aléatoire discréte.

@ Si | est une union dénombrable de "vrais" intervalles de R (par exemple
I =[0,1], I = R*,...), X peut étre une variable aléatoire continue.

Exemples :
@ Soit @ ={1,...,6}*, A="P(Q) et X((i,j)) =i+ pour (i,j) € Q.
X est a valeurs dans | = {2,...,12}.
{X<x}=10 pour x < 2
On a {X<xp={(11)} pour 2 < x < 3
{X <x}= {(1, 1),(1,2),(2, 1)} pour 3 < x < 4

— X variable aléatoire.
@ Soit 2 =[0,1], A= B([0,1]) et X tel que X(w) =2w — 1 pour w € Q.

X est a valeurs dans | = [—1,1].
{X<x}=10 pour x < —1
Ona ¢ {X<x}=1[0,(x+1)/2] pour —1<x<1
{X <x}=10,1] pour 1 < x

— X variable aléatoire.



Deux cas particuliers importants sont & distinguer :
Définition
o Sil ={xj}jes avec J C N (par exemple | = {0,1}, | =Z,...), X est
appelée variable aléatoire discréte.

@ Si | est une union dénombrable de "vrais" intervalles de R (par exemple
I =[0,1], I = R*,...), X peut étre une variable aléatoire continue.

Exemples :
@ Soit @ ={1,...,6}*, A="P(Q) et X((i,j)) =i+ pour (i,j) € Q.
X est a valeurs dans | = {2,...,12}.
{X<x}=10 pour x < 2
On a {X<xp={(11)} pour 2 < x < 3
{X <x}= {(1, 1),(1,2),(2, 1)} pour 3 < x < 4

— X variable aléatoire.
@ Soit 2 =[0,1], A= B([0,1]) et X tel que X(w) =2w — 1 pour w € Q.

X est a valeurs dans | = [—1,1].
{X<x}=10 pour x < —1
Ona ¢ {X<x}=1[0,(x+1)/2] pour —1<x<1
{X <x}=10,1] pour 1 < x

— X variable aléatoire.



Fonction de répartition

Remarque : Si A =P(Q), {X < x} € A pour tout x € R : toute
application est une v.a.




Fonction de répartition

Remarque : Si A =P(Q), {X < x} € A pour tout x € R : toute
application est une v.a.

Définition

Soit (2, A, P) un espace de probabilités et X une variable aléatoire sur
(Q, A, P) a valeurs dans |. On appelle fonction de répartition de X /a
fonction Fx : R — [0,1] telle que Fx(x) = P(X < x), pour x € R.




Fonction de répartition

Remarque : Si A =P(Q), {X < x} € A pour tout x € R : toute
application est une v.a.

Définition

Soit (2, A, P) un espace de probabilités et X une variable aléatoire sur
(Q, A, P) a valeurs dans |. On appelle fonction de répartition de X /a
fonction Fx : R — [0,1] telle que Fx(x) = P(X < x), pour x € R.

Exemple : Tracés des fonctions de répartition pour 2 exemples précédents :




Fonction de répartition

Remarque : Si A =P(Q), {X < x} € A pour tout x € R : toute
application est une v.a.

Définition

Soit (2, A, P) un espace de probabilités et X une variable aléatoire sur
(Q, A, P) a valeurs dans |. On appelle fonction de répartition de X /a
fonction Fx : R — [0,1] telle que Fx(x) = P(X < x), pour x € R.

Exemple : Tracés des fonctions de répartition pour 2 exemples précédents :




Fonction de répartition

Remarque : Si A =P(Q), {X < x} € A pour tout x € R : toute
application est une v.a.

Définition

Soit (2, A, P) un espace de probabilités et X une variable aléatoire sur
(Q, A, P) a valeurs dans |. On appelle fonction de répartition de X /a
fonction Fx : R — [0,1] telle que Fx(x) = P(X < x), pour x € R.

Exemple : Tracés des fonctions de répartition pour 2 exemples précédents :




Propriété

@ F, est une fonction croissante sur R.




Propriété
@ F, est une fonction croissante sur R.

Q X_Ii)rroo Fx(x) =0 et X_Ii)rroo Fx(x) =1.




Propriété

@ F, est une fonction croissante sur R.
lim Fx(x)=0et |lim Fx(x)=1.

o X—»—00 X( ) X—»+00 X( )

@ P(a < X < b)= Fx(b) — Fx(a), pour tout —o00 < a < b < +00.




Propriété

@ F, est une fonction croissante sur R.
lim Fx(x)=0et |lim Fx(x)=1.

o X—»—00 X( ) X—»+00 X( )

@ P(a < X < b)= Fx(b) — Fx(a), pour tout —o00 < a < b < +00.

Démonstration.
O Six <y {X<x}C{X<y}doa P{X<x}) <P({X<y})




Propriété

@ F, est une fonction croissante sur R.
lim Fx(x)=0et |lim Fx(x)=1.

o X—»—00 X( ) X—»+00 X( )

@ P(a < X < b)= Fx(b) — Fx(a), pour tout —o00 < a < b < +00.

Démonstration.
O Six <y {X<x}C{X<y}doa P{X<x}) <P({X<y})

— Fx(X) S Fx(y).




Propriété

@ F, est une fonction croissante sur R.
lim Fx(x)=0et |lim Fx(x)=1.

o X—»—00 X( ) X—»+00 X( )

@ P(a < X < b)= Fx(b) — Fx(a), pour tout —o00 < a < b < +00.

Démonstration.
O Six <y {X<x}C{X<y}doa P{X<x}) <P({X<y})
— Fx(X) S Fx(y).

@ On a montré que si (Ap)nen est une suite d’événement de A tel que A, C Anq1 pour
tout n € N, alors lim,_,n P(A,) = IP(UHGN A,,).




Propriété

@ F, est une fonction croissante sur R.
Iim Fx(x)=0et |lim F =1.

o X—»—00 X( ) x—|>+oo X(X)

@ P(a < X < b)= Fx(b) — Fx(a), pour tout —o00 < a < b < +00.

Démonstration.
O Six <y {X<x}C{X<y}doa P{X<x}) <P({X<y})

= Fx(x) < Fx(y).
@ On a montré que si (Ap)nen est une suite d’événement de A tel que A, C Anq1 pour
tout n € N, alors lim,_,n P(A,) = IP(UHGN
Soit (xn)nen une suite croissante de réels quelconque telle que I|m Xp = 00. Si
An = {X < xn}, JinN P(A,) = nIE;nN Fx(x») = P(22) =1. D’'on I|m Fx(x) =1.




Propriété
@ F, est une fonction croissante sur R.
Q X—|I>Too Fx(x) =0 et x—|I>Too Fx(x) =1.
@ P(a < X < b)= Fx(b) — Fx(a), pour tout —o00 < a < b < +00.

Démonstration.
O Six <y {X<x}C{X<y}doa P{X<x}) <P({X<y})

= Fx(x) < Fx(y).
@ On a montré que si (Ap)nen est une suite d’événement de A tel que A, C Anq1 pour
tout n € N, alors lim,_,n P(A,) = IP(UHGN
Soit (x»)nen une suite croissante de réels quelconque telle que Ilm Xp = 00. Si
={X < xn}, nlinN P(A,) = nIInN Fx(x») = P(22) =1. D’'on I|m Fx(x) =1.

On a Fx(x) =1 —P(X > x). Méme preuve pour (x,) suite décroissante tendant
vers —oo et A, = {X > x,} = limy,_ o P(X >x)=1= I|im Fx(x)=0.
X——00




Propriété

@ F, est une fonction croissante sur R.
lim Fx(x)=0et |lim Fx(x)=1.

o X—»—00 X( ) X—»+00 X( )

@ P(a < X < b)= Fx(b) — Fx(a), pour tout —o00 < a < b < +00.

Démonstration.
O Six <y {X<x}C{X<y}doa P{X<x}) <P({X<y})

= Fx(x) < Fx(y).
@ On a montré que si (Ap)nen est une suite d’événement de A tel que A, C Anq1 pour
tout n € N, alors lim,_,n P(A,) = IP(UHGN
Soit (x»)nen une suite croissante de réels quelconque telle que Ilm Xp = 00. Si
={X < xn}, nlinN P(A,) = nIInN Fx(x») = P(22) =1. D’'on I|m Fx(x) =1.
On a Fx(x) =1 —IP(X > x). Méme preuve pour (x,) suite décroissante tendant
vers —oo et A, = {X > x,} = limy_oo P(X > x) =1 = xliToo Fx(x) = 0.
Q A={X<a}, B={a< X <b}et C={X>b}. Alors A, B et C partition de Q.




Propriété

@ F, est une fonction croissante sur R.
lim Fx(x)=0et |lim Fx(x)=1.

o X—»—00 X( ) X—»+00 X( )

@ P(a < X < b)= Fx(b) — Fx(a), pour tout —o00 < a < b < +00.

Démonstration.
O Six <y {X<x}C{X<y}doa P{X<x}) <P({X<y})

— Fx(X) < Fx(y).

@ On a montré que si (Ap)nen est une suite d’événement de A tel que A, C Anq1 pour
tout n € N, alors lim,_,n P(A,) = IP(UHGN
Soit (x»)nen une suite croissante de réels quelconque telle que Ilm Xp = 00. Si

={X < xp}, lim P(A,) = lim Fx(x,) = P(2) =1. D’'od I|m Fx(x) =1.
n—N n—N
On a Fx(x) =1 —IP(X > x). Méme preuve pour (x,) suite décroissante tendant
vers —oo et A, = {X > x,} = limy,_ o P(X >x)=1= I|im Fx(x)=0.
X—>—00

Q A={X<a}, B={a< X <b}et C={X>b}. Alors A, B et C partition de Q.
D'oti P(A) + P(B) + P(C) = 1. Comme P(A) = Fx(a), 1 — P(C) = Fx(b) on
obtient IP(B) = Fx(b) — Fx(a).




Définition

Soit X une v.a. sur un espace de probabilité (2, A, P) et a valeurs dans |.




Définition
Soit X une v.a. sur un espace de probabilité (2, A, P) et a valeurs dans |.

@ Si X est une v.a. discréte (I = {xj}ic,), on appelle loi de probabilité
de X ['application Px : {xj}jc; = P(X = x;) = Px(x;).




Définition
Soit X une v.a. sur un espace de probabilité (2, A, P) et a valeurs dans |.

@ Si X est une v.a. discréte (I = {xj}ic,), on appelle loi de probabilité
de X ['application Px : {xj}jc; = P(X = x;) = Px(x;).

o S'il existe fx : R — [0, +o0] telle que Fx(x) = / fx(t) dt Vx € R,

—0o0
X est alors appelée v.a. continue et fx densité de probabilité de X.

V.

Remarque : termes plus précis : v.a. absolument continue et fx densité par
rapport a la mesure de Lebesgue.



Définition
Soit X une v.a. sur un espace de probabilité (2, A, P) et a valeurs dans |.
@ Si X est une v.a. discréte (I = {xj}ic,), on appelle loi de probabilité
de X ['application Px : {xj}jc; = P(X = x;) = Px(x;).

X

o S'il existe fx : R — [0, +o0] telle que Fx(x) = / fx(t) dt Vx € R,

—0o0
X est alors appelée v.a. continue et fx densité de probabilité de X.

V.

Remarque : termes plus précis : v.a. absolument continue et fx densité par
rapport a la mesure de Lebesgue.

Important : ([0,1],5([0,1])) X nombre pris uniformément dans [0, 1].
— X(w) = w pour tout w € [0, 1].



Définition
Soit X une v.a. sur un espace de probabilité (2, A, P) et a valeurs dans |.
@ Si X est une v.a. discréte (I = {xj}ic,), on appelle loi de probabilité
de X ['application Px : {xj}jc; = P(X = x;) = Px(x;).

X

o S'il existe fx : R — [0, +o0] telle que Fx(x) = / fx(t) dt Vx € R,

—0o0
X est alors appelée v.a. continue et fx densité de probabilité de X.

V.

Remarque : termes plus précis : v.a. absolument continue et fx densité par
rapport a la mesure de Lebesgue.

Important : ([0,1],5([0,1])) X nombre pris uniformément dans [0, 1].
— X(w) = w pour tout w € [0, 1].
P : méme probabilité pour tout intervalle de méme taille



Définition
Soit X une v.a. sur un espace de probabilité (2, A, P) et a valeurs dans |.
@ Si X est une v.a. discréte (I = {xj}ic,), on appelle loi de probabilité
de X ['application Px : {xj}jc; = P(X = x;) = Px(x;).

X

o S'il existe fx : R — [0, +o0] telle que Fx(x) = / fx(t) dt Vx € R,

—0o0
X est alors appelée v.a. continue et fx densité de probabilité de X.

V.

Remarque : termes plus précis : v.a. absolument continue et fx densité par
rapport a la mesure de Lebesgue.

Important : ([0,1],5([0,1])) X nombre pris uniformément dans [0, 1].
— X(w) = w pour tout w € [0, 1].
P : méme probabilité pour tout intervalle de méme taille
= P(X €la,b])=b—apour0<a<b<l



Définition
Soit X une v.a. sur un espace de probabilité (2, A, P) et a valeurs dans |.
@ Si X est une v.a. discréte (I = {xj}ic,), on appelle loi de probabilité
de X ['application Px : {xj}jc; = P(X = x;) = Px(x;).

X

o S'il existe fx : R — [0, +o0] telle que Fx(x) = / fx(t) dt Vx € R,

—0o0
X est alors appelée v.a. continue et fx densité de probabilité de X.

V.

Remarque : termes plus précis : v.a. absolument continue et fx densité par
rapport a la mesure de Lebesgue.

Important : ([0,1],5([0,1])) X nombre pris uniformément dans [0, 1].
— X(w) = w pour tout w € [0, 1].
P : méme probabilité pour tout intervalle de méme taille
= P(X €la,b])=b—apour0<a<b<l
= Fx(x)=xpour0<x<10six<0 1six>1



Définition
Soit X une v.a. sur un espace de probabilité (2, A, P) et a valeurs dans |.
@ Si X est une v.a. discréte (I = {xj}ic,), on appelle loi de probabilité
de X ['application Px : {xj}jc; = P(X = x;) = Px(x;).

X

o S'il existe fx : R — [0, +o0] telle que Fx(x) = / fx(t) dt Vx € R,

—0o0
X est alors appelée v.a. continue et fx densité de probabilité de X.

V.

Remarque : termes plus précis : v.a. absolument continue et fx densité par
rapport a la mesure de Lebesgue.

Important : ([0,1],5([0,1])) X nombre pris uniformément dans [0, 1].
— X(w) = w pour tout w € [0, 1].
P : méme probabilité pour tout intervalle de méme taille
= P(X €la,b])=b—apour0<a<b<l
= Fx(x)=xpour0<x<10six<0 1six>1
= fx(x)=1pour0<x<1,0six<0,0six>1



Propriété
© Si X v.a. discréte a valeurs dans | = {xj}icy alors 3_;c ,P(X = x;) = L.




Propriété

e Si X v.a. discréte a valeurs dans | = {x;}ic; alors )

e P(X=x)=1.

e Si X v.a. continue alors fj;o fx(t)dt =1.




Propriété

® 5i X v.a. discréte a valeurs dans | = {x;}iey alors 3 ;. ;P(X = x;) = 1.

e Si X v.a. continue alors fj;o fx(t)dt =1.

Démonstration.

@ Formule des probabilités totales : Q = [ J;c {X = x;} et ({X = x;}); partition...




Propriété

® 5i X v.a. discréte a valeurs dans | = {x;}iey alors 3 ;. ;P(X = x;) = 1.

e Si X v.a. continue alors fj;o fx(t)dt =1.

Démonstration.
@ Formule des probabilités totales : Q = [ J;c {X = x;} et ({X = x;}); partition...
O limymsoo Fx(x) =1 = limeooo [ fx(t) dt d'ou [T fi(t) dt =1




Propriété

® 5i X v.a. discréte a valeurs dans | = {x;}iey alors 3 ;. ;P(X = x;) = 1.

e Si X v.a. continue alors fj;o fx(t)dt =1.

Démonstration.
@ Formule des probabilités totales : Q = [ J;c {X = x;} et ({X = x;}); partition...
O limymsoo Fx(x) =1 = limeooo [ fx(t) dt d'ou [T fi(t) dt =1
O

v

Exemple : Pour (t) = Ae™! pour t > 0 et fx(t) = 0si t < 0 : v.a. exponentielle
= Fx(x) =0si x <0, Fx(x) = [y e Mdt =1—e ™ pour x > 0.




Propriété

® 5i X v.a. discréte a valeurs dans | = {x;}iey alors 3 ;. ;P(X = x;) = 1.

e Si X v.a. continue alors fj;o fx(t)dt =1.

Démonstration.
@ Formule des probabilités totales : Q = [ J;c {X = x;} et ({X = x;}); partition...
O limymsoo Fx(x) =1 = limeooo [ fx(t) dt d'ou [T fi(t) dt =1
O

v

Exemple : Pour (t) = Ae™! pour t > 0 et fx(t) = 0si t < 0 : v.a. exponentielle
= Fx(x) =0si x <0, Fx(x) = [y e Mdt =1—e ™ pour x > 0.




Cours de Probabilités

Licence M.I.A.S.H.S. Premiére Année

A
A
UNIVERSITE PARIS 1

PANTHFEON SORBONNE

Année 2019-2020



Fonction de répartition (suite)
Propriété
SiX: Q= (xj)jes, J CIN* est une v.a. discréte, alors

@ Fx est une fonction en escalier sur R, avec sauts en les x;.




Fonction de répartition (suite)
Propriété
SiX: Q= (xj)jes, J CIN* est une v.a. discréte, alors
@ Fx est une fonction en escalier sur R, avec sauts en les x;.

o P(X = xj) = Fx(x;) —lim__, - Fx(x) pour tout j € J.
J




Fonction de répartition (suite)
Propriété
SiX: Q= (xj)jes, J CIN* est une v.a. discréte, alors
@ Fx est une fonction en escalier sur R, avec sauts en les x;.

o P(X = xj) = Fx(x;) —lim__, - Fx(x) pour tout j € J.
J

Démonstration.

@ pour tout x € R,

si infjeyx; > —o0 et x < infjcyx; = Fx(x)=0
ou
Jjp €4, x5 S x<min(x;, % > x,) = Fx(x)= > P(X =x)
Xj<Xjy
ou

si supjc; X < +oo et x >sup;c;x; = Fx(x)=1

Ce sont les seules valeurs pouvant &tre prises par Fx.




Fonction de répartition (suite)
Propriété
SiX: Q= (xj)jes, J CIN* est une v.a. discréte, alors
@ Fx est une fonction en escalier sur R, avec sauts en les x;.

o P(X = xj) = Fx(x;) —lim__, - Fx(x) pour tout j € J.
J

Démonstration.

@ pour tout x € R,

si infjeyx; > —o0 et x < infjcyx; = Fx(x)=0
ou
Jjp €4, x5 S x<min(x;, % > x,) = Fx(x)= > P(X =x)
Xj<Xjy
ou

si supjc; X < +oo et x >sup;c;x; = Fx(x)=1

Ce sont les seules valeurs pouvant &tre prises par Fx.
@ Ona Fx(Xj) = ZXkSXj P(X = Xk), |imx_)xj— Fx(X) = ZXk<Xj P(X = Xk)... D,




Fonction de répartition (suite)
Propriété
SiX: Q= (xj)jes, J CIN* est une v.a. discréte, alors
@ Fx est une fonction en escalier sur R, avec sauts en les x;.

o P(X = xj) = Fx(x;) —lim__, - Fx(x) pour tout j € J.
J

Démonstration.

@ pour tout x € R,

si infjeyx; > —o0 et x < infjcyx; = Fx(x)=0
ou
Jjp €4, x5 S x<min(x;, % > x,) = Fx(x)= > P(X =x)
Xj<Xjy
ou

si supjc; X < +oo et x >sup;c;x; = Fx(x)=1

Ce sont les seules valeurs pouvant &tre prises par Fx.
@ Ona Fx(Xj) = ZXkSXj P(X = Xk), |imx_)xj— Fx(X) = ZXk<Xj P(X = Xk)... D,




Propriété
Si X est une v.a. continue de densité de probabilité fx alors :

o Fx continue sur R et Fi(x) = fx(x) pour presque tout x € R.




Propriété
Si X est une v.a. continue de densité de probabilité fx alors :

o Fx continue sur R et Fi(x) = fx(x) pour presque tout x € R.
e Pla< X <b)= fab fx(t) dt, pour tout —oco < a < b < +o0.




Propriété

Si X est une v.a. continue de densité de probabilité fx alors :
o Fx continue sur R et Fi(x) = fx(x) pour presque tout x € R.
o Pla< X <b)= fab fx(t) dt, pour tout —co < a < b < 400.
e P(X =x) =0 pour tout x € R.




Propriété

Si X est une v.a. continue de densité de probabilité fx alors :
o Fx continue sur R et Fi(x) = fx(x) pour presque tout x € R.
o Pla< X <b)= fab fx(t) dt, pour tout —co < a < b < 400.
e P(X =x) =0 pour tout x € R.

Démonstration.

@ Si x telle que fx continue en x on définit G une primitive de fx alors
Fx(x) = [ fx(t)dt = lim [G(t)]x = G(x) — lim G(u), d'ou Fi(x) = fx(x).
u——00 it u—roo




Propriété

Si X est une v.a. continue de densité de probabilité fx alors :
o Fx continue sur R et Fi(x) = fx(x) pour presque tout x € R.
o Pla< X <b)= fab fx(t) dt, pour tout —co < a < b < 400.
e P(X =x) =0 pour tout x € R.

Démonstration.

@ Si x telle que fx continue en x on définit G une primitive de fx alors
Fx(x) = [ fx(t)dt = lim [G(t)]x = G(x) — lim G(u), d'ou Fi(x) = fx(x).
u——00 it u—roo

® P(a< X <b)=Fx(b) — Fx(a) = [°__ fx(t)dt + [P () dt — [*__ fx(t) dt
relation de Chasles, donc P(a < X < b) = fab fx(t) dt.




Propriété

Si X est une v.a. continue de densité de probabilité fx alors :
o Fx continue sur R et Fi(x) = fx(x) pour presque tout x € R.
o Pla< X <b)= fab fx(t) dt, pour tout —co < a < b < 400.
e P(X =x) =0 pour tout x € R.

Démonstration.

@ Si x telle que fx continue en x on définit G une primitive de fx alors
Fx(x) = [ fx(t)dt = lim [G(t)]" = G(x) — lim G(u), d’ob Fx(x) = fx(x).
u——00 w u—00

® P(a< X <b)=Fx(b) — Fx(a) = [°__ fx(t)dt + [P () dt — [*__ fx(t) dt
relation de Chasles, donc P(a < X < b) = fab fx(t) dt.

@ Si A, = {X < xp} avec (x,) suite strictement croissante tendant vers x, A, C Apj1
donc limy o0 Fx (xn) = limn_sec P(Ar) = P(U,cp Ar) = P(X < x). Mais
P(X = x) = P(X < x) — P(X < x) donc P(X = x) = Fx(x) — limn_e0 Fx(xn).
Comme Fx est continue, lim,— o Fx(xn) = Fx(x) soit P(X = x) = 0.




Propriété

Si X est une v.a. continue de densité de probabilité fx alors :
o Fx continue sur R et Fi(x) = fx(x) pour presque tout x € R.
o Pla< X <b)= fab fx(t) dt, pour tout —co < a < b < 400.
e P(X =x) =0 pour tout x € R.

Démonstration.

@ Si x telle que fx continue en x on définit G une primitive de fx alors
Fx(x) = [ fx(t)dt = lim [G(t)]" = G(x) — lim G(u), d’ob Fx(x) = fx(x).
u——00 w u—00

® P(a< X <b)=Fx(b) — Fx(a) = [°__ fx(t)dt + [P () dt — [*__ fx(t) dt
relation de Chasles, donc P(a < X < b) = fab fx(t) dt.

@ Si A, = {X < xp} avec (x,) suite strictement croissante tendant vers x, A, C Apj1
donc limy o0 Fx (xn) = limn_sec P(Ar) = P(U,cp Ar) = P(X < x). Mais
P(X = x) = P(X < x) — P(X < x) donc P(X = x) = Fx(x) — limn_e0 Fx(xn).
Comme Fx est continue, lim,— o Fx(xn) = Fx(x) soit P(X = x) = 0.

Exemple : X de loi exponentielle, IP(O <X <L '”T) =1—-e MM _0= %



Propriété

Si X est une v.a. continue de densité de probabilité fx alors :
o Fx continue sur R et Fi(x) = fx(x) pour presque tout x € R.
o Pla< X <b)= fab fx(t) dt, pour tout —co < a < b < 400.
e P(X =x) =0 pour tout x € R.

Démonstration.

@ Si x telle que fx continue en x on définit G une primitive de fx alors
Fx(x) = [ fx(t)dt = lim [G(t)]" = G(x) — lim G(u), d’ob Fx(x) = fx(x).
u——00 w u—00

® P(a< X <b)=Fx(b) — Fx(a) = [°__ fx(t)dt + [P () dt — [*__ fx(t) dt
relation de Chasles, donc P(a < X < b) = fab fx(t) dt.

@ Si A, = {X < xp} avec (x,) suite strictement croissante tendant vers x, A, C Apj1
donc limy o0 Fx (xn) = limn_sec P(Ar) = P(U,cp Ar) = P(X < x). Mais
P(X = x) = P(X < x) — P(X < x) donc P(X = x) = Fx(x) — limn_e0 Fx(xn).
Comme Fx est continue, lim,— o Fx(xn) = Fx(x) soit P(X = x) = 0.

Exemple : X de loi exponentielle, IP(O <X <L '”T) =1—-e MM _0= %



Définition
Si X une v.a. sur (Q, A,IP) a valeurs dans | et h: | — R continue par
morceaux,

E[h(X)] = /Q h(X(w)) dP(w)  si cela existe!!.




Définition
Si X une v.a. sur (Q, A,IP) a valeurs dans | et h: | — R continue par
morceaux,

E[h(X)] = /Q h(X(w)) dP(w)  si cela existe!!.

Remarque : Cette formule nécessite des connaissances de L3...



Définition
Si X une v.a. sur (Q, A,IP) a valeurs dans | et h: | — R continue par
morceaux,

E[h(X)] = /Q h(X(w)) dP(w)  si cela existe!!.

Remarque : Cette formule nécessite des connaissances de L3...

Définition
e Si X v.a. discréte a valeurs dans | = {x;}ic;), I'espérance de X est

jeJ




Définition
Si X une v.a. sur (Q, A, P) a valeurs dans | et h: | — R continue par
morceausx,

E[h(X)] = /Q h(X(w)) dP(w)  si cela existe!!.

Remarque : Cette formule nécessite des connaissances de L3...

Définition
e Si X v.a. discréte a valeurs dans | = {x;}ic;), I'espérance de X est
E[X] =) xP(X=x) si ¥, x|Px(x) < cc.
jeJ
@ Si X est une v.a. continue de densité fx, 'espérance de X est

IE[X]:/+OOth(t)dt si ff;o\t\ fx(t) dt < oco.




Définition
Si X une v.a. sur (Q, A, P) a valeurs dans | et h: | — R continue par
morceausx,

E[h(X)] = /Q h(X(w)) dP(w)  si cela existe!!.

Remarque : Cette formule nécessite des connaissances de L3...

Définition
e Si X v.a. discréte a valeurs dans | = {x;}ic;), I'espérance de X est
E[X] =) xP(X=x) si ¥, x|Px(x) < cc.
jeJ
@ Si X est une v.a. continue de densité fx, 'espérance de X est

IE[X]:/+OOth(t)dt si ff;o\t\ fx(t) dt < oco.




Exemples (v.a. discrétes) :

O Loi de Bernoulli B(p) X : Q — {0,1}, { :EE§ i (1); i lff 1[307 1

= E[X]=0x(1—p)+1*xp=np.



Exemples (v.a. discrétes) :

O Loi de Bernoulli B(p) X : Q — {0,1}, { :EE§ i (1)3 i lff 1[307 1

= E[X]=0x(1—p)+1*xp=np.

@ Loi Geométrique G(p) X : Q — N*, P(X = k) = p(1 — p)k~! k € N*
= E[X] =232 kp(l—p)t.
[ SiS(x) = Pexk =1 —x)"Tet|x] <1, S(x) =52, kk—1 = (1—x)"2 ]
— E[X]=pS'(1—p)=p'sip#0.



Exemples (v.a. discrétes) :

O Loi de Bernoulli B(p) X : Q — {0,1}, { :EE§ i (13 i lff 1[307 1

= E[X]=0x(1—p)+1*xp=np.

@ Loi Géométrique G(p) X : Q — N*, P(X = k) = p(1 — p)*~ ! k € N*
= E[X] =X kp(l—p)t
[ SiS(x) = Pexk =1 —x)"Tet|x] <1, S(x) =52, kk—1 = (1—x)"2 ]
— E[X]=pS'(1—p)=p'sip#0.
1 1 1

Q SiX:Q— N, IP(X:k):;—kJrl:k(k+1),kelN*




Exemples (v.a. discrétes) :

O Loi de Bernoulli B(p) X : Q — {0,1}, { :EE§ i (13 i ll)f 1[307 1

= E[X]=0x(1—p)+1*xp=np.

@ Loi Geométrique G(p) X : Q — N*, P(X = k) = p(1 — p)k~! k € N*
= E[X] =232 kp(l—p)t.
[ SiS(x) = Pexk =1 —x)"Tet|x] <1, S(x) =52, kk—1 = (1—x)"2 ]
— E[X]=pS'(1—p)=p'sip#0.

11 1
X QNS P(X = k)= — = kN
Q SIX: Q=N PX =k = — 7 ~xxx1 ¥ ©
1 1 1 1 1
[Z'P (-4 G- GoPrem1- gy 5 1]

= E[X]=Y32, iy = +00.



Exemples (v.a. discrétes) :

O Loi de Bernoulli B(p) X : Q — {0,1}, { :E§§ z (1); i ll)f 1[307 1

= E[X]=0x(1—p)+1*xp=np.

@ Loi Geométrique G(p) X : Q — N*, P(X = k) = p(1 — p)k~! k € N*
= E[X] =232 kp(l—p)t.
[ SiS(x) = Pexk =1 —x)"Tet|x] <1, S(x) =52, kk—1 = (1—x)"2 ]
— E[X]=pS'(1—p)=p'sip#0.

11 1
X QNS P(X = k)= — = kN
Q SIX: Q=N PX =k = — 7 ~xxx1 ¥ ©
1 1 1 1 1
[Z'P (-4 G- GoPrem1- gy 5 1]

= E[X] =X g = oo,
[m >In (14 ¢45) = In(k +2) — In(k +1) car u > In(1 + v)

d’ou E[X] > (In(2) — In(1)) 4+ (In(3) — In(2)) + (In(4) = In(2)) + ... = 400 ]



Exemples (v.a. continues) :
. _ R(x)=1 xe[01]
@ Loi Uniforme 4([0,1]) X : Q — [0, 1], { ) 0 sinon
[e's) 1 1 1 1
tfx(t)dt:/o tdt = b tz} =3

0

—  E[X]= /

—00
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(x) =0 sinon

1
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@ Loi Exponentielle £(\) X : Q — [0, 0], { fe(x) = 0 <inon
— IE[X]:/ thx(t)dt=X [ te  dt.
—00 0
_ [—te)‘tro—f-/ e M dt (IPP)
0 0

=00+ [- e =3

1

@ Loi de Cauchy C(1) X : Q —» R, fx(x) = % 172

pour x € R



Exemples (v.a. continues) :

@ Loi Uniforme 24([0,1]) X : 2 [0,1], { 2;8 - ;nGOIEO, 1]

[e's) 1 1 1 1
E[X] = thx(t)dt= [ tdt=|Zt*| ==,
= EXI= [ thdge= [ ra= 50 <
. . _ fx(x)=Xe™** x>0
@ Loi Exponentielle £(\) X : Q — [0, 0], { fe(x) = 0 <inon
— IE[X]:/ thx(t)dt=X [ te  dt.
—00 0
_ [—te)‘tro—f-/ e M dt (IPP)
0 0

=00+ [~ e "= 5

© Loi de Cauchy C(1) X : Q = R, fx(x) =1 1+1Xz

1 [ t .
= E[X]=- e dt n'existe pas.
™ —0o0

pour x € R




Définition
Soit h: | — R une fonction continue par morceaux.
e Si X v.a. discréte a valeurs dans | = {x;}ic;), I'espérance de h(X) est

E[h(X)] = Y h()P(X =) si 3c, [h0g)| Px(x) < oc.
Jjed
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Définition
Soit h: | — R une fonction continue par morceaux.

e Si X v.a. discréte a valeurs dans | = {x;}ic;), I'espérance de h(X) est

E[h(X)] = Y h()P(X =) si 3c, [h0g)| Px(x) < oc.

Jjed
e Si X est une v.a. continue de densité fx, I'espérance de h(X) est
+oo
E[h(X)] =/ Eh(t)de st [0 (1)) fx(t) dt < oo.

Remarque : Si on pose Y = h(X) avec h continue par morceaux, Y est
aussi une v.a. sur (Q, A4, P) car h1(] — 00, x]) = Ul Ik avec Iy intervalle,

{h(X) <x} = U{X € Ik} € Aet E[h(X)] = E[Y] existe si E[|Y]] < .
k=1



Propriété
Si X et Y sont deux v.a. sur (Q, A, P) :
e S5i X = a, a € R une constante, E[X] = a.
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Démonstration.
@ Variable discréte telle que P(X = a) =1d'ou E[X]=ax1=a.
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e S5i X = a, a € R une constante, E[X] = a.
e Sih: R? = R continue par morceaux, Z = h(X,Y) v.a. sur (2,A);
e SiX >Y alors E[X] > E[Y] quand E[|X]|] < o< et E[|Y]] < o0;
o SiceR, E[X+cY]=E[X]+cE[Y]siE[X]] < oo etE[]Y]] < ooc.

Démonstration.

@ Variable discréte telle que P(X =a) =1d'ou E[X]=ax1=a.
@ Z est une application de Q dans R. On admet que {h(X,Y) < z} € A.

@ Comme E[X] = [, X(w) dP(w) et E[Y] = [, Y(w) dP(w) on utilise le fait que
[ &> [fquand g > f.

@ Ona X+ cYva. sur (Q4P).Onal|X+cY|<|X|+c||Y] Donc
E[|X +cY|] <E[X|]+ [c|E[|Y]] < oo et E[X +c Y] existe. Soit E[X +c Y] =
Jo(X(@) + € Y (w)) dP(w) = [ X(w) dP(w) + ¢ [, Y(w) dP(w) = E[X] + cE[Y].




Propriété
Si X et Y sont deux v.a. sur (Q, A, P) :
e S5i X = a, a € R une constante, E[X] = a.
e Sih: R? = R continue par morceaux, Z = h(X,Y) v.a. sur (2,A);
e SiX >Y alors E[X] > E[Y] quand E[|X]|] < o< et E[|Y]] < o0;
o SiceR, E[X+cY]=E[X]+cE[Y]siE[X]] < oo etE[]Y]] < ooc.

Démonstration.
@ Variable discréte telle que P(X =a) =1d'ou E[X]=ax1=a.
@ Z est une application de Q dans R. On admet que {h(X,Y) < z} € A.

@ Comme E[X] = [, X(w) dP(w) et E[Y] = [, Y(w) dP(w) on utilise le fait que
[ &> [fquand g > f.

@ Ona X+ cYva. sur (Q4P).Onal|X+cY|<|X|+c||Y] Donc
E[|X +cY|] <E[X|]+ [c|E[|Y]] < oo et E[X +c Y] existe. Soit E[X +c Y] =
Jo(X(@) + ¢ Y(w)) dP(w) = [, X(w) dP(w) + ¢ [, Y(w) dP(w) = E[X] + c E[Y].

O

4

Conséquence : Si E[X?] < oo alors E[|X|] < oo car |X| < 3 (1L + X?).



Proposition

Si X v.a. sur (Q, A, P) et E[X?] < 0o, on appelle variance de X le réel tel
que
var(X) = E[(X — E[X])?] = E[X?] — (E[X])” € [0, oc].




Proposition

Si X v.a. sur (Q, A, P) et E[X?] < oo, on appelle variance de X le réel tel

que
var(X) = E[(X — E[X])?] = E[X?] — (E[X])” € [0, oc].

Démonstration.

D'aprés ce qui précéde, si E[X?] < co alors E[|X|] < oo donc [E[X] existe. Soit
h(x) = x* — (E[X]) d'oii E[|h(X)|] < 0. De plus E[(X — E[X])?] =

E[X> — 2 X E[X] + (E[X])] = E[X?] — 2 E[X] E[X] + (E[X])* = E[X?] — (E[X])*. O

Définition
Si E[X?] < oo, on définit I'écart-type de X, ox = +/var(X) € [0, c0].

Exemple : Si X = a, a € R une constante, var(X) = ox = 0.

Si E[X?] < o0, (a,¢) € R?, var(a+ ¢ X) = c?var(X) € [0, oc[.
RS

Propriété J
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