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Moments d'une variable aléatoire
Définition
Soit h: | — R une fonction continue par morceaux.
e Si X v.a. discréte a valeurs dans | = {xj}ic,, I'espérance de h(X) est

EMX)] = 3 hg)P(X =) si 3 [AGq)| P(X = x)) < oc.
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Remarque : Si on pose Y = h(X) avec h continue par morceaux, Y est
aussi une v.a. sur (Q, 4, P) car h™1(] — o0,x]) = Uﬁﬂzl Iy avec Iy intervalle,

M
{h(X) < x} = | J{X € Ik} € Aet E[h(X)] = E[Y] existe si E[|Y|] < co.
k=1
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Si X et Y sont deux v.a. sur (Q, A, P) :
e S5i X = a, a € R une constante, E[X] = a.
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Conséquence : Si E[X?] < oo alors E[|X|] < oo car |X| < 3 (1L + X?).
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D RREREREREREB
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n
5%
n “ J

Jj=1
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= xj)

—Z

— E[X])?
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b 2
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Lois "continue"

a6l { J0 27w

@ Loi Uniforme U([a, b]) X : Q — (x :8
b
= IE[X]:/a bti/ta: a;b.
~ o= [[£4 (252
~ (455 -3 or) -




3.3 Les lois a connaitre

Lois "continue"

O Loi Uniforme U([a, b]) X : Q — [a, b], { Z(X%

b

tdt a+b
= IEX:/ = .
X] s b—a 2

b 42
te dt a-+ b\2
- var(X):/ b—a_< 2 )
1 b3 — 38
5(4 b—a

~3(adt b)2) -

fx(x)=Xe™* x>0
=0

@ Loi Exponentielle £()\) X : Q — [0, o0, { : EX) e
X

—  E[X]=[1/4]
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Lois "continue"
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© Loi Uniforme U([a, b)) X : Q — [a, ], { ;XEX_ = ;neorfa’ d
X =
b
tdt a+b
E[X] = - .
- X] /a b—a 2
b2 dr a+ b\2
= var(X):/a b—a_< 5 )
1/ b33 5 (b— a)?
_5(4 p—a S@th) ) T
— —AX >
© Loi Exponentielle £(\) X : Q — [0, o0, { ?XEX ge ;(ianO
X pr—

—  E[X]= .
50 1

— var(X):/ t2)\e_)‘tdt—ﬁ: 1/)2
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3.3 Les lois a connaitre

Lois "continue"
_ 1
@ Loi Uniforme ([a, b]) X : @ [a, b, { ;X(X§ =55 x<lab]
X

b
tdt a+b
= IEX:/ = .
IX] s b—a 2

b g2 gt b\ 2
- var(X):/ b—a_<a;>

1/ b33 5 (b— a)?
—5(4 o —3(a+b))— .

. . _ fx(x)=Xe™* x>0
@ Loi Exponentielle £(A\) X : Q — [0, 0], { fe(x) = 0 sinon
—  EX]=[1/)]
& 1
= var(X) = / t*Ae Mdt — = 1/)2
0
[fo"" 2heMdt = [ — t2e M| 42 [ te~Mdt = 0+ 2E[X]/A = 2/)3] .
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—  var(X) \ﬁ/ t2e2°dt =[1] (IPP).

[ffo t2e= 3 dt =2 [° t%e -3t dt =2[ —te %t] +2 [ e -3t dt:0+\/27r]

Q Loi Gaussienne N(m,0?) X : Q = R, fx(x) = m}ﬂefﬁ(“m)z
SiZ A N((0,1),X=m+0Z 5 N(m,o?)

—  EX]=[m] et var(X)=|o?]



. . _1,2
© Loi Gaussienne NV (0,1) X : Q — R, fx(x) = \/%e 2 xeR
[On utilise le résultat admis [ e 2" dt = /27 d'oi 22, tx(t)dt = 1]

—  E[X]= \/L/oo te 2t dt =[0] (parité).
—  var(X) \ﬁ/ t2e2°dt =[1] (IPP).

[ffo t2e= 3 dt =2 [° t%e -3t dt =2[ —te %t] +2 [ e -3t dt:0+\/27r]

Q Loi Gaussienne N(m,0?) X : Q = R, fx(x) = m}ﬂefﬁ(“m)z
SiZ A N((0,1),X=m+0Z 5 N(m,o?)

—  EX]=[m] et var(X)=|o?]

[Fx() = P(m+0Z < x) = P(Z < 552) = F7(557) = fx(x) = Fx(x) = 22 (%57)]




. . _1,2
© Loi Gaussienne NV (0,1) X : Q — R, fx(x) = \/%e 2 xeR
[On utilise le résultat admis [ e~ 2 dt = 2 d'oi o2 ix(b)de = 1]

—  E[X]= \/L/oo te 2t dt =[0] (parité).
—  var(X) \ﬁ/ t2e2°dt =[1] (IPP).

[ffo t2e= 3 dt =2 [° t%e -3t dt =2[ —te %t] +2 [ e -3t dt:0+\/27r]

Q Loi Gaussienne N(m,0?) X : Q = R, fx(x) = m}ﬂefﬁ(“m)z
SiZ A N((0,1),X=m+0Z 5 N(m,o?)

—  EX]=[m] et var(X)=|o?]

[Fx() = P(m+0Z < x) = P(Z < 552) = F7(557) = fx(x) = Fx(x) = 22 (%57)]

Remarque : Si X 5 N(m,02) alors (X — m)/o & N(0,1).




Tracés de densités

Densités des lois £(2) (a gauche) et U([—1,3]) (a droite)



Tracés de densités gaussiennes

-4 -2 o

Densités des lois A/(0,1) (en rouge) et N'(2,1/4) (en bleu)



