
Cours de Probabilités

Licence M.I.A.S.H.S. Première Année

Année 2019-2020

Cours de Probabilités 1 / 10



Moments d'une variable aléatoire

Dé�nition

Soit h : I → IR une fonction continue par morceaux.

Si X v.a. discrète à valeurs dans I = {xj}i∈J , l'espérance de h(X ) est

IE[h(X )] =
∑
j∈J

h(xj)IP(X = xj) si
∑
j∈J
|h(xj)| IP(X = xj) <∞.

Si X est une v.a. continue de densité fX , l'espérance de h(X ) est

IE[h(X )] =

∫ +∞

−∞
h(t) fX (t) dt si

∫ +∞

−∞
|h(t)| fX (t) dt <∞.

Remarque : Si on pose Y = h(X ) avec h continue par morceaux, Y est
aussi une v.a. sur

(
Ω,A, IP

)
car h−1(]−∞, x ]) =

⋃M
k=1

Ik avec Ik intervalle,

{h(X ) ≤ x} =
M⋃
k=1

{X ∈ Ik} ∈ A et IE
[
h(X )

]
= IE[Y ] existe si IE[|Y |] <∞.

Cours de Probabilités 2 / 10



Moments d'une variable aléatoire

Dé�nition

Soit h : I → IR une fonction continue par morceaux.

Si X v.a. discrète à valeurs dans I = {xj}i∈J , l'espérance de h(X ) est

IE[h(X )] =
∑
j∈J

h(xj)IP(X = xj) si
∑
j∈J
|h(xj)| IP(X = xj) <∞.

Si X est une v.a. continue de densité fX , l'espérance de h(X ) est

IE[h(X )] =

∫ +∞

−∞
h(t) fX (t) dt si

∫ +∞

−∞
|h(t)| fX (t) dt <∞.

Remarque : Si on pose Y = h(X ) avec h continue par morceaux, Y est
aussi une v.a. sur

(
Ω,A, IP

)
car h−1(]−∞, x ]) =

⋃M
k=1

Ik avec Ik intervalle,

{h(X ) ≤ x} =
M⋃
k=1

{X ∈ Ik} ∈ A et IE
[
h(X )

]
= IE[Y ] existe si IE[|Y |] <∞.

Cours de Probabilités 2 / 10



Moments d'une variable aléatoire

Dé�nition

Soit h : I → IR une fonction continue par morceaux.

Si X v.a. discrète à valeurs dans I = {xj}i∈J , l'espérance de h(X ) est

IE[h(X )] =
∑
j∈J

h(xj)IP(X = xj) si
∑
j∈J
|h(xj)| IP(X = xj) <∞.

Si X est une v.a. continue de densité fX , l'espérance de h(X ) est

IE[h(X )] =

∫ +∞

−∞
h(t) fX (t) dt si

∫ +∞

−∞
|h(t)| fX (t) dt <∞.

Remarque : Si on pose Y = h(X ) avec h continue par morceaux, Y est
aussi une v.a. sur

(
Ω,A, IP

)
car h−1(]−∞, x ]) =

⋃M
k=1

Ik avec Ik intervalle,

{h(X ) ≤ x} =
M⋃
k=1

{X ∈ Ik} ∈ A et IE
[
h(X )

]
= IE[Y ] existe si IE[|Y |] <∞.

Cours de Probabilités 2 / 10



Propriété

Si X et Y sont deux v.a. sur
(
Ω,A, IP

)
:

Si X = a, a ∈ IR une constante, IE[X ] = a.

Si h : IR2 → IR continue par morceaux, Z = h(X ,Y ) v.a. sur
(
Ω,A

)
;

Si X ≥ Y alors IE[X ] ≥ IE[Y ] quand IE[|X |] <∞ et IE[|Y |] <∞ ;

Si c ∈ IR, IE
[
X + c Y

]
= IE[X ] + c IE[Y ] si IE[|X |] <∞ et IE[|Y |] <∞.

Démonstration.

Variable discrète telle que IP(X = a) = 1 d'où IE[X ] = a× 1 = a.

Z est une application de Ω dans IR. On admet que {h(X ,Y ) ≤ z} ∈ A.
Comme IE[X ] =

∫
Ω
X (ω) d IP(ω) et IE[Y ] =

∫
Ω
Y (ω) d IP(ω), on utilise le fait que∫

g ≥
∫
f quand g ≥ f .

On a X + c Y v.a. sur
(
Ω,A, IP

)
. On a |X + c Y | ≤ |X |+ |c| |Y |. Donc

IE
[
|X + c Y |

]
≤ IE[|X |] + |c| IE[|Y |] <∞ et IE[X + c Y ] existe. Soit IE

[
X + c Y

]
=∫

Ω
(X (ω) + c Y (ω)) d IP(ω) =

∫
Ω
X (ω) d IP(ω) + c

∫
Ω
Y (ω) d IP(ω) = IE[X ] + c IE[Y ].

Conséquence : Si IE[X 2] <∞ alors IE[|X |] <∞ car |X | ≤ 1

2
(1 + X 2).
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Proposition

Si X v.a. sur (Ω,A, IP) et IE[X 2] <∞, la variance de X est le réel

var(X ) = IE
[
(X − IE[X ])2

]
= IE[X 2]−

(
IE[X ]

)2 ∈ [0,∞[.

Démonstration.

D'après ce qui précède, si IE[X 2] <∞ alors IE[|X |] <∞ donc IE[X ] existe. Soit

h(x) = x2 −
(
IE[X ]

)
2

d'où IE
[
|h(X )|

]
<∞. De plus IE

[
(X − IE[X ])2

]
=

IE
[
X 2 − 2X E [X ] + (IE[X ])2

]
= IE

[
X 2
]
− 2 IE[X ]E [X ] + (IE[X ])2 = IE

[
X 2
]
−
(
IE[X ]

)
2

.

Dé�nition

Si IE[X 2] <∞, on dé�nit l'écart-type de X , σX =
√

var(X ) ∈ [0,∞[.

Exemple : Si X = a, a ∈ IR une constante, var(X ) = σX = 0.

Propriété

Si IE[X 2] <∞, (a, c) ∈ IR2, var(a + c X ) = c2var(X ) ∈ [0,∞[.
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h(x) = x2 −
(
IE[X ]

)
2

d'où IE
[
|h(X )|

]
<∞. De plus IE

[
(X − IE[X ])2

]
=

IE
[
X 2 − 2X E [X ] + (IE[X ])2

]
= IE

[
X 2
]
− 2 IE[X ]E [X ] + (IE[X ])2 = IE

[
X 2
]
−
(
IE[X ]

)
2

.

Dé�nition

Si IE[X 2] <∞, on dé�nit l'écart-type de X , σX =
√

var(X ) ∈ [0,∞[.

Exemple : Si X = a, a ∈ IR une constante, var(X ) = σX = 0.

Propriété

Si IE[X 2] <∞, (a, c) ∈ IR2, var(a + c X ) = c2var(X ) ∈ [0,∞[.
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3.3 Les lois à connaître
Lois discrètes

1 Loi de Bernoulli B(p) X : Ω→ {0, 1},
{ IP(X = 1) = p ∈ [0, 1]

IP(X = 0) = 1− p
=⇒ IE[X ] = 0 ∗ (1− p) + 1 ∗ p = p .

=⇒ var(X ) = 0 ∗ (1− p) + 12 ∗ p − p2 = p(1-p) .

2 Loi Géométrique G(p) X : Ω→ IN∗, IP(X = k) = p(1− p)k−1 k ∈ IN∗

=⇒ IE[X ] = 1/p si p 6= 0.

=⇒ var(X ) = (2− p)p−2 − p−2 = (1− p)/p2 si p 6= 0.[
IE[X 2] = p

∑∞
k=1

k2(1− p)k−1 = p(1− p)
∑∞

k=2
k(k − 1)(1− p)k−2 + IE[X ] donc

IE[X 2] = p(1− p)S ′′(1− p) + p−1 et S ′′(x) = 2(1− x)3 =⇒ IE[X 2] = 2(1− p)p−2 + p−1
]

3 Loi BinomialeB(n, p)X :Ω→{0, . . . , n}, IP(X = k) = C k
np

k(1− p)n−k[
On a bien

∑n
k=0

IP(X = k) = 1 car (a + b)n =
∑n

k=0
C k
n a

kbn−k avec a = p, b = 1− p
]

=⇒ IE[X ] = n p et var(X ) = n p(1− p) (preuve plus loin)
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4 Loi Uniforme sur {x1, . . . , xn} X : Ω→{x1, . . . , xn}, IP(X = xj) = 1

n
=⇒ Situation d'équiprobabilité

=⇒ IE[X ] =
1

n

n∑
j=1

xj et var(X ) =
1

n

n∑
j=1

(xj − IE[X ])2 .

5 Loi de Poisson P(θ) X : Ω→ IN, IP(X = k) = e−θ θ
k

k! , k ∈ IN
=⇒ Mesure typiquement une �le d'attente[

On a bien
∑∞

k=0
IP(X = k) = e−θ

∑∞
k=0

θk

k!
= 1 car ex =

∑∞
k=0

xk

k!
pour tout x ∈ IR

]
=⇒ IE[X ] = e−θ

∑∞
k=0

k θk

k! = θ e−θ
∑∞

k=1

θk−1

(k−1)! = θ

=⇒ var(X ) = e−θ
∑∞

k=0
k2 θ

k

k! − θ
2 = θ .[

e−θ
∑∞

k=0
k2 θk

k!
= e−θ

∑∞
k=0

k(k − 1) θk

k!
+ e−θ

∑∞
k=0

k θk

k!
= θ2e−θ

∑∞
k=2

θk−2

(k−2)!
+ θ
]
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3.3 Les lois à connaître
Lois "continue"

1 Loi Uniforme U([a, b]) X : Ω→ [a, b],
{ fX (x) = 1

b−a x ∈ [a, b]

fX (x) = 0 sinon

=⇒ IE[X ] =

∫ b

a

t dt

b − a
=

a + b

2
.

=⇒ var(X ) =

∫ b

a

t2 dt

b − a
−
(a + b

2

)2
=

1

12

(
4
b3 − a3

b − a
− 3(a + b)2

)
=

(b − a)2

12
.

2 Loi Exponentielle E(λ) X : Ω→ [0,∞[,
{ fX (x) = λ e−λ x x ≥ 0

fX (x) = 0 sinon

=⇒ IE[X ] = 1/λ .

=⇒ var(X ) =

∫ ∞
0

t2λe−λtdt − 1

λ2
= 1/λ2[ ∫∞

0
t2λe−λtdt =

[
− t2e−λt

]∞
0

+ 2
∫∞
0

t e−λtdt = 0 + 2IE[X ]/λ = 2/λ2
]
.
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=
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3 Loi Gaussienne N (0, 1) X : Ω→ IR, fX (x) = 1√
2π
e−

1

2
x2 , x ∈ IR[

On utilise le résultat admis
∫∞
−∞ e−

1

2
t2dt =

√
2π d'où

∫∞
−∞ fX (t)dt = 1

]
=⇒ IE[X ] =

1√
2π

∫ ∞
−∞

t e−
1

2
t2dt = 0 (parité).

=⇒ var(X ) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

t2 e−
1

2
t2dt = 1 (IPP).[ ∫∞

−∞ t2e−
1

2
t2dt = 2

∫∞
0

t2e−
1

2
t2dt = 2

[
− te−

1

2
t2]∞

0
+ 2

∫∞
0

e−
1

2
t2dt = 0 +

√
2π
]

4 Loi Gaussienne N (m, σ2) X : Ω→ IR, fX (x) = 1

σ
√
2π
e−

1

2σ2
(x−m)2

Si Z
L∼ N (0, 1), X = m + σ Z

L∼ N (m, σ2)

=⇒ IE[X ] = m et var(X ) = σ2[
FX (x) = IP(m+σZ ≤ x) = IP

(
Z ≤ x−m

σ

)
= FZ

(
x−m
σ

)
=⇒ fX (x) = F ′X (x) = 1

σ
fZ
(
x−m
σ

)]
Remarque : Si X

L∼ N (m, σ2) alors (X −m)/σ
L∼ N (0, 1).
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Tracés de densités
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Densités des lois E(2) (à gauche) et U([−1, 3]) (à droite)
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Tracés de densités gaussiennes
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Densités des lois N (0, 1) (en rouge) et N (2, 1/4) (en bleu)
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