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Licence MIASHS : un trés bon choix!

Pourquoi ? Et pourquoi les mathématiques ?

Les maths formidable gymnastique de I'esprit : Jacobi "A quoi servent
les mathématiques? : pour I'honneur de I'esprit humain"

Galilée : "Le livre de I'Univers est écrit en langue mathématique"
La numérisation n’a jamais été aussi présente
Les SHS mélent complexité et humanités numériques

Les métiers fondés sur les maths appliquées parmi les plus demandés, en
particulier en sciences des données

Mais les mathématiques appliquées requiérent des mathématiques
"abstraites"

La Licence ne doit étre qu'un premier pas!



Organisation du cours

@ Cours de 2h, TD de 2h
@ 2 Contréles Continus (CC1 et CC2) de 1h30 les 15 mars et 19 avril

© Bonus de 0 pt 3 + 3pts en TD par participation, quizzs, DMs,...

Mais 0 pt a partir de 3 absences non justifiées!

© Examen final en mai de 2h (Par)

© Note finale = max (Par, 1(CC + Par)) ou CC = max(CC1, CC2) + Bonus



Plan du cours

@ Quelques rappels de statistiques descriptives unidimensionnelles
@ Statistique unidimensionnelle
@ Statistique bidimensionnelle

© Espace de probabilité, mesure de probabilité et probabilité conditionnelle
@ Espace de probabilité
@ Mesure de probabilité d'un événement
@ Cas particulier de I'équiprobabilité
@ Probabilité conditionnelle et indépendance

© Variables aléatoires
e Définitions et propriétés générales
@ Moments d'une variable aléatoire



Statistique

Historique : "Status", I'état

Probabilités et statistique : a priori et a posteriori

Statistique et statistiques

(e Statistique descriptive
e Statistique inférentielle
e Analyse des données
e Apprentissage statistique
e Intelligence artificielle

| e Big data




Plan du cours

@ Quelques rappels de statistiques descriptives unidimensionnelles
@ Statistique unidimensionnelle

© Espace de probabilité, mesure de probabilité et probabilité conditionnelle

© Variables aléatoires



Statistique unidimensionnelle

Exemple de base de données : Avec le logiciel R (gratuit
https://cran.r-project.org/)

Définition
o Variable X : caractéristique d’individus pouvant prendre plusieurs
valeurs
= X; pour l'individu i.

e Variable quantitative : relation d’ordre entre les valeurs de X

o Variable qualitative : valeurs de X numériques ou alphanumériques ou...
Mais pas de relation d’ordre entre les valeurs de X (méme numériques!)
— Les différentes valeurs prises par X sont des modalités.

vy




Statistique unidimensionnelle (2)

Définition
X variable et une population de n individus soit (Xi,...,X,) observé :
o Répartition en k classes Cy,...,Cy :

une classe peut étre une valeur alphanumérique, un intervalle de valeurs
numériques, un groupe de valeurs alphanumériques,...

o Effectif nj d’une classe Cj : nj = Card({X; € G, i =1,...,n})

Fréquence f; d'une classe C; : f; = nj/n

e Diagramme a batons : barre de taille proportionnelle a n; pour C;

o Diagramme circulaire ("camembert") : portion de f; x 360° d’un cercle

vy




Statistique unidimensionnelle (3)
Définition
Soit X une variable quantitative et (Xi,...,X,) observé.

o Classes C; de la forme [x;, xj+1[ (X continue) ou {x;} (X discréte)

o Mode de (X1,...,Xp) : 5(xjp + Xjp+1) 0U Xj, avec jo = Argmax {n;}
1<j<k

Amplitude de la classe C; : xj11 — X;

1 .
Xjp1—xj 4

Densité de fréquence de C; : d; =

Histogramme : on trace la fonction en escalier f(x) = Zj’le djlxec;

Remarque : Trés souvent toutes les amplitudes des classes sont égales! Les
effectifs peuvent remplacer les densité pour construire |'histogramme



Statistique unidimensionnelle (4)

Définition
Soit X une variable quantitative et (Xi,...,X,) observé.
e Si(Xi,...,Xyn) connu, la fonction de répartition empirique est :
F) = LS e = L Card(( X < x})
n n
=
o Si répartition par classes [x;, xj11[ ot j =1,..., k, approximation par le
"polygéne" des fréquences cumulées :
on relie les points (xj,fo + - - + fi_1) pour j=1,...,k + 1 avec pour
convention fy = 0.




Statistique unidimensionnelle (5)

Définition
Soit X une variable quantitative et (X, ..., X,) observé et on note
min;(X;) = Xay < Xoy << Xy = max;(X;) les X; classés dans ['ordre.

@ Heuristiquement, la médiane empirique est "le nombre m tel qu'il y ait
autant de X; plus petit que m que de X; plus grand que m"
X nt1y Si n impair
{0000000) GO (D= { %((3<()g) +X(";)) si n pair
Si répartition par classes [x;, xj11[, m antécédent de 1/2 par le polygéne
@ Par extension, les quartiles, sont les antécédents de 1/4 et 3/4 par le
polygéne, ou X((n/a1) €t X([3n/4))-
© Par extension, les déciles, sont les antécédents de 1/10, 2/10,..., 9/10
par le po/yg6ne, ou X([n/lO])r X([2n/10]) ..... X([9n/10])-

Q Un quantile d’ordre p€]0, 1[: antécédent de p par le polygéne, ou X([pn))

vy



Statistique unidimensionnelle (6)

Définition

Soit X une variable quantitative et (X, ..., X,) observé

e Si(Xi,...,Xyn) connu, on définit :
o Moyenne empirique : X = 1 (Xy + -+ X,)
e Variance empirique : 55 = * (X2 + -+ + X?) — (X)?

e Ecart-type empirique : Tx = \/T%

o Si répartition par classes [x;j, Xj+1|

o Moyenne empirique : X ~ 1 (ny 212 4 py 22 4.4 XX )

e Variance empirique : 5% ~ * (nl(%)z—k 2004 nk(xﬁ#)ﬂ - (X)?

e Ecart-type empirique : Gx ~ \/T%




Exercice

Exercice : Montrer que :

_ 1 — 1
U§<:;(X12+"‘+X3)—(Xn)2zg

(X1 = Xn)2+ -+ (Xn — X0)?)

Démonstration.

. 1< - 1 ¢ %5
Ona: S -Xa? = = S (XE—2X X+ X5)
= ni=

10 1 <& - 1 &2

- e peaRe 3R

i=1 i=1 i=1

1 <~ s < 1 & —21 &

= ;gx,._zxn;;x,-un;;l

1= S — 1< —
SSOXE - 2Xn X+ Xp= = S X2 X,
n o nio

. At : 1 1
Remarque : Cette propriété serait fausse en remplacant  par —=7.



Plan du cours

@ Quelques rappels de statistiques descriptives unidimensionnelles
@ Statistique bidimensionnelle

© Espace de probabilité, mesure de probabilité et probabilité conditionnelle

© Variables aléatoires



Statistique bidimensionnelle
Définition
On observe 2 variables pour n individus : ((X1, Y1), (X2, Y2), ..., (Xn, Yn))
@ Siles X; (resp. Y;) dans des classes (ij)lﬁjﬁkx (resp. (ij)lﬁﬁky)
On définit les effectifs joints n; j pour1 < j < kx et 1 < j' < ky

Répartition des effectifs joints dans un tableau de contingence :

L el |G
37| 6
&Sl 4| 2] 1
I o7




Statistique bidimensionnelle (2)
Définition
On observe 2 variables pour n individus : ((X1, Y1), (X2, Y2), ..., (Xn, Yn))

o Si ((Xl, Y1),y (Xa, Y,,)) connu, nuage de points ((Xi, Yi))i<i<n :

e sweden 2l switzerland
]
30
Denmark
25 =

Austria =
Ei== nNorway

20
SH= United Kingdom

B W ireland . German y

Nomire de prix Nobel pour 10 millians o' hah

)
Consommation annuelle de chocolat (kg/personne)




Statistique bidimensionnelle (3)
Définition
((Xl, Y]), (X2, Yz), ceey (Xn, Yn)) connu
. L LNy vy v
o Covariance empirique : Txy = p ;(X, Xn)(Yi—=Yn)

aXxy

OXOy

o Corrélation empirique : pyy =

)
Remarque : oxx = 0.

Propriété
Pour tout ((Xl, Y1), (X2, Y2),. .., (X, Y,,)), on a ‘pxy‘ <1

Remarque : Corrélation et causalité?



Statistique bidimensionnelle (4)

Démonstration.

_ _ 1

Onnote X! = X; — X et Y/ =Y;— Y. Alorsoxy = - ZX,-’ Y/. Alors pour tout A € R,
i—1
1$ / 72 1< N2 1< I\ 21n 7\2 —2 — 22
o DX +AY) = = > (XD LA DX YA o D (Y2 =% +2xaxy + A5
i=1 i—1 i—1 i=1

Remarquons que I'on a toujours % (XA Y,.’)2 > 0. Donc le polynéme
P(\) =5% 4+ 2AGxy + A252 est un polyndme positif ou nul pour tout A € R. Donc le
discriminant A de ce polynéme est forcément négatif ou nul. Or A = (2EXy)2 —45% 52 <0.

D’ou (Exy)2 < 5% 5%, soit encore |Gxy| < Tx Ty, entrainant |pxy| < 1. O

v

Remarque : On montre que si (X;) non tous nuls et (Y;) non tous nuls,
pxy =1<=3da>0, Xi=aYjet pxy =—-1<= dJa <0, X;=a,



Regression linéaire simple par moindres carrés

Soit X et Y deux variables quantitatives, (X1, Y1),..., (X, Yn) observé

Example : Températures annuelles sur Terre de 1880 a 2015
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Regression linéaire simple par moindres carrés (2)

— Une droite optimale pour 'évolution des températures
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Regression linéaire simple par moindres carrés (3)

Définition
On définit une distance par moindres carrés entre (X, Yi)i<i<n €t la droite
y = ax + b par

n

A(a,b) = (Vi — (aX; + b))
i=1

-~

= (a,b) = Argr;"niler{ A(a, b) estimateur par moindres carrés de a et b
a,be

n
Remarque : Aussi possible Argrpi"gz ’Y; — (aXi + b)‘ estimateur par
a,beER £
i=1
moindres valeurs absolues

Propriété

. ~ O - ~ ~ = o
515§<>O,onaa:_L2YetY,,:aX,,+b — b=Y,—aX,.
g
X




Preuve de 'expression des estimateurs par MC

Démonstration.

Pour tout a et b, et avec 3 = % eth=Y,—aXp,ona:

S (V- @ +0) = 3 (Y- @X+B) + (@X+ 5 (axi+ b))’
i=1

B

1

s |l

= (y,_(sx,-+5))2+2n:((3_a)x,+(3_b))2
1 i=1

i

#2370 (Y5 = V) = @ = X)) (@ )X + (b - b))

En développant ce dernier terme, on (b— b)Y, ((Yi = Ya) — (A(X; — X)) =0 car
T.(Yi=Yn) =30 ,3a(X; — Xn) = 0. Par ailleurs,
n

(3-2) 3 (¥i = Vo) = ((X; = Xn)) Xi = (3 ) (noxy — 3n5%) = n (3~ 2) (Fxy —55%) =0,

n n
car ZX,-(Y; - 7"):Z(X,- — Xn)(Yi — Yn)=noxy et de la méme maniére
=1 i=1
n

DX = Xa)Xi= 3 (Xi = Xn)(X; = Xn)= . 0




Preuve de I'expression des estimateurs par MC (2)

Démonstration.
n n . n -
Ainsi 0 > (Vi = (aXi + b))* = (Vi — (3% + b)) + D (G- a)X; + (b — b))*. Le premier
i—1 i=1 i=1
terme ne dépend pas de a et b, le second terme est > 0, s'annule pour a=3et b= bet
seulement dans ce cas (car (2 — a)X; + (b — b) = 0 pour tout i) dés que deux X; sont distincts.

Donc 3 et b est I'unique minimum de A(a, b).




Une mesure de |'adéquation

Définition
Soit (Xi, Yi)1<i<n nuage observé, (\7;)13,-9, valeurs prédites pour Y;, i.e.
Y; = gi(X1,...,Xp). Le coefficient de détermination R? de la modélisation
vaut 1 v
R2 —1— n Zf:l(\/’ - \/1)2
k% ' )

—> R? — 1 excellente adéquation.
Proposition

Soit Y; = aX; + b, avec (3, b) MC estimateurs. Alors R? = T

Démonstration.

Ona 1327, (Y~ V)2=13" (V=X — b2 =150 (Vi — Ya) — 3(X; — Xn))?. Alors
LS (Vi = V)2 =33 — 255xy + (3)25% =53 (1 — Py ). 0

n

V.




Prédiction et questions

Si X1 est connu mais pas Ypi1.
— Valeur prédite : Y,11 = aX,11 + b.

Questions :

Régression parabolique plutét que linéaire ?
Régression polynomiale ou fonctionnelle plutét que linéaire ?
Autres méthodes que les moindres carrés?

Sélectionner parmi des modéles et les tester ?



Plan du cours

@ Quelques rappels de statistiques descriptives unidimensionnelles

© Espace de probabilité, mesure de probabilité et probabilité conditionnelle
@ Espace de probabilité

© Variables aléatoires



Espace fondamental

Définition
e Expérience aléatoire = expérience avec résultat exact imprédictible
e Evénement élémentaire {w;} = résultat possible w; pris comme singleton

e Ensemble fondamental (ou univers) Q = union de tous les événements
élémentaires, d'oi Q= |J;c {wi}

Exemples :
w1 = (3,5) ou wp = (1,1) résultat possible

© Lancer de deux dés : ¢ {(2,6)} est un événement élémentaire
Q={(1,1),(1,2),...,(6,6)}={1,2,...,6}>
w1 = 1.23 ou w»y = 0 résultat possible

@ Pluie (en h) un 5/01 a Paris : ¢ {3.7325} événement élémentaire
Q = [0, 24]

© touche RAND d'une calculatrice ou ordinateur ...



Tribu

Définition
Q un ensemble fondamental. On appelle tribu A associée a Q2 un ensemble
de sous-ensembles de Q) contenant tous les événements ?

Un ensemble € A est appelé un événement —> A ensemble des
événements de |'expérience (dont ['événement impossible ().




Tribu (2)

Premier exemple :

On lance 2 fois une piéce :

= Un résultat w = (P, P)

= Q={(P,P),(P,F),(F,P),(F,F)}

— Exemple d’événement : A; ="Au moins 1 P"= {(P, F),(F,P),(P,P)}
= Tribu contient tous les événements possibles + (). Dol

A= ’P(Q) . ensemble de toutes les parties de Q

A ={0,{(P, P)}, {(P, A}, {(F, F)}, {(F, P)}, {(P, P), (P, F)}, {(P, P), (F, F)}, {(P, P), (F, P}, {(P, F), (F, P)}, {(P, F)
{(F, P), (F. F)}, {(P, P),(F, P), (P, F)}, {(P, P), (F, P), (F, )}, {(P, P), (F, F), (P, F)}, {(P, F), (F, P), (F, F)}, 2}



Tribu (3)

Exemples généraux :
Q Si Q= {wi,...,wn} famille finie d’événements élémentaires, P({2) sera
la tribu considérée sur 2 :
P(Q) = {@, {wl}, ey {w,,}, {wl,WQ}, {wl,W3}, ey {wl,wz,(,ug}, ey Q}

Q@ Si Q= {(wi)ien}, P(Q) sera la tribu considérée sur Q

Exemples précédents :
Q@ Pour Q = {1,...,6}2, on prendra

A=P(Q) = {(2), (L)), {(1,1),(1,2)), .. .,Q}

@ Pour Q = [0,24], on peut prendre aussi P([0,24]). Mais on préférera
une tribu plus "petite" (incluse) notée B([O,24]) et qui contient tous
les ensembles formés avec des intervalles de [0, 24]
— Si Q intervalle de R, on appelera B(Q) la tribu associée



Evénements

Définition

Pour A et B deux événements de A une tribu sur Q alors :
o On appelle A I'événement contraire de A.
@ On appelle I'événement "A et B" I'ensemble AN B qui appartient a A.
@ On appelle I'événement "A ou B" I'ensemble AU B qui appartient a A.

e On dit que A et B sont incompatibles lorsque AN B = ().

Exemple :

. A ="Les 2 dés sont égaux"
_ 2 4
Q@ Pour Q ={1,...,6}°, considérons B —"Un des dés marque 4"

= A={(1,1),...,(6,6)} et B={(4,1),...,(4,6),(1,4),...,(6,4)}
= "Aet B"= {(4 4)} et Card("A ou B") =16
@ Pour Q = [0,24], on considére A ="1l a plu moins d'1h" et B ="Il a
plu entre 13 et 22h" — A et B incompatibles



Plan du cours

@ Quelques rappels de statistiques descriptives unidimensionnelles

© Espace de probabilité, mesure de probabilité et probabilité conditionnelle

@ Mesure de probabilité d'un événement

© Variables aléatoires



Probabilité

Définition
Une probabilité sur (2, A) est une application P : A — [0,1], qui 4 un
événement E € A associe le réel P(E) € [0,1] et telle que :
o P(Q) =1
o Si(Ej)jescn événements incompatibles de A, IP<U EJ> :ZIP(EJ-)
JjeJ jed

Exemples génériques : 1. Pour Q = {wy,...,wy} et A ="P(Q),
probabilité uniforme définie par IP(A) = Card(A)/n pour tout A € A.

2. Pour Q = IN*, A=P(Q), P(A) =3 ,caPx pour tout A€ A et
Y ey Pk = 1 définit une probabilité.

3. Pour Q =0,1], A = B([0,1]), on peut associer la probabilité uniforme
définie par P([a’, b']) = b’ — & pour tout 0 < a’ < b’ < 1.



Probabilité (2)

Exemples concrets :

1. Lancer de 2 piéces équilibrées : A =P ({(P,P),(P,F),(F,P),(F,F)})
— P(A) = Card(A)/4. Exemple P("Au moins 1 P"") = 3/4

2. Au P/F, nombre d’essais avant P : A =P(N*), P({k}) =27%
= IP("Nombre d'essais > 4")=1 — P("Nombre d’essais < 3")

=1-P({1})-P({2})-P({3})=1-1/2—-1/4-1/8 =1/8

3. Choisir un réel "au hasard" entre 0 et 1 : Pour Q = [0, 1], A = 5([0, 1])
= IP("Nombre =5") =0 et P(" In2 < Nombre < 0.7") = 0.7 — In2



Quelques définitions et propriétés

Définition
Pour Q un ensemble fondamental, A une tribu sur <,
o (,.A) est un espace probabilisable ;
o Si P probabilité sur (2, A), (2,.A, P) est un espace de probabilité.

Propriété
Si (2, A, P) est un espace de probabilité,
o P(A)=1—P(A) pour Ac A.
P(0) = 0.
SiABeA ACB, 0<P(A)<P(B)<1.
P(AUB) + P(AN B) = P(A) + P(B), pour A, B € A.
Pour (Aj)ien une suite d’événements de A, telle que A; C Ai+1 pour
tout i € N, alors P(Ujep A7) = limn-soc P(Ay).




Quelques définitions et propriétés (2)

Démonstration.

A et A sont incompatibles (ANA =0) et AUA = Q, donc P(A) +P(A) = P(Q) =1

On prend A = () et la propriété précédente

Ona B=AU(BNA) et comme Aet BN A incompatibles, P(B) = P(A)+ P(BNA),

d'oi P(B) > P(A) car P(BN A) >0

Considérons les ensembles ANB=A\ANBet BNA=B\ANB. Alors ANB, ANB et
BN A sont trois événements incompatibles et (ANB) U (ANB)U(BNA) = AUB. Dol

P(ANB) +P(ANB)+P(BNA)=P(AUB). (1)

Mais (A OE) et (Aﬂ B) sont incompatibles et (AOE) U (A n B) =A. Dot

P(ANB) =P(A)— P(ANB). De méme, P(BNA) =P(B)—P(ANB). En reportant
dans (1), on obtient : P(AN B) + P(A) — P(ANB) +P(B)—P(ANB) = P(AUB),
d'ot P(A)+P(B)=P(AUB) + P(ANB).

Pour n € N*, on a (J!_y Aj = A, car A; C A, pour i < n. Donc P(U_j A;) = P(A,). Or
la suite (P(U7_q Ai)), est une suite croissante majorée par 1. Elle est donc convergente.
Donc limn—so P(Ufg A7) = lima—soc P(An). Mais U;cy Ai = Ao U (UieN (Aisa \A,—))
tous ces événements étant incompatibles. Donc

P( UiEN A,) = P(Ao) + Zloio |P(A,'+1 \A,) = |P(A0) + Z/o:oo P(A,’+1) = P(A,) Ceci est
une série télescopique qui vaut exactement lim,— oo P(A,), puisque cette limite existe.




Quelques définitions et propriétés (3)

Définition
Soit Q2 un ensemble et J C IN. On dit que (E;)icy famille de A forme une
partition de Q dans A si :

o Les E;j sont incompatibles deux a deux soit E; N Ej = () pour i # j.

o ['ensemble des E; couvre Q soit U E = Q.
ied

Exemple : Si A € A, alors A et A partition de Q dans A.

Proposition
(Formule des probabilités totales) Soit (2, A, P) espace de probabilité et
(Ej)jes partition de Q dans A. Alors, pour tout A € A,

P(A) => P(ANE).

jed




Quelques définitions et propriétés (4)

Démonstration.

Comme ANE; CEj et ANE; C Ejet EENE =0 pouri+#j, alorsona (ANE)N (ANE) =0
pour i # j. Ainsi P( U, (AN E)) e, P(ANE). De plus, par distributivité de
I'intersection et I'union d’ensembles (a I'égal de celle dans IR, I'union jouant le réle de + et

Iintersection de x), on a:

U (AN E) Am ( U E) (comme une factorisation !).

JjeJ jeJ
Comme U, , Ej = Q (partition!), alors U;c, (AN Ej) = ANQ = A Par conséquent, on a bien
P(A) = ZJEJIP(AQE) m

Exemples d’utilisation :

@ On lance n fois une piéce équilibrée. IP(”Nombre de P = k”) ?
Q={P,F}", A=P(Q) et probabilité uniforme. Iy a Card(Q2) = 2"
tirages possibles, d'ot Q = {w;}1<i<on. Mais ({wj})1<i<on partition de
Q dans A. Donc P(A) =Y, 427" = Card(A)/2" = Cx/2"



Quelques définitions et propriétés (5)

Exemples d’utilisation de la formule des probabilités totales :
@ Pour (€2, A, IP) un espace de probabilité et A et B deux événements de
A, on a toujours :

P(A) = P(AN B) + P(ANB).

e Soit Q = {wi}iel ou / C N et IP({wk}) = px pour tout k € [ alors P
est entierement définie par les p, car pour tout A € A,

P(A) =) PAN{wd)= D pe
kel k, {wk}CA

Exemple concret : On jette une piéce. Quelle est la probabilité que le
nombre d’essais avant d’avoir un Pile soit pair?
On avu P("k") = px = 27 pour tout k € N*. Alors :

o0

— Ine 101 1
IP(" Nombre d'essais pair") = szk = Z (—) == = .
et et 4 41-1/4 3




Plan du cours

@ Quelques rappels de statistiques descriptives unidimensionnelles

© Espace de probabilité, mesure de probabilité et probabilité conditionnelle

@ Cas particulier de I'équiprobabilité

© Variables aléatoires



Equiprobabilité

Définition

Soit Q un ensemble fini et la tribu A = P(Q) associée. On dit que P est la
mesure uniforme sur (2, A) siVw, v’ € Q, P({w}) = P({w'}) :
Equiprobabilité.

Propriété
card(A)
card(Q)

Si Q fini, P probabilité uniforme sur (Q, A), alors VA € A, P(A) =

v

Cas particulier : Pour tout w € Q, P({w}) = 1/card(Q).

Exemple : Dé équilibré avec Q = {1,2,3,4,5,6}



Equiprobabilité (2)

Remarque : Si équiprobabilité, alors :
(Calculer une probabilité) <= (Calculer le cardinal d'un ensemble)

— Résultats combinatoires : on tire k éléments dans un ensemble de n

o S'il y a remise, et que I'ordre compte, un tirage est un k-uplet, et le
nombre total de k-uplets est : n*.
e S'il n'y a pas remise, et que I'ordre compte, un tirage est un
arrangement, et le nombre total d’arrangements est :
Ak =n(n—1)x---x(n—k+1)=nl/(n— k)
@ S'il n’y a pas remise, et que 'ordre ne compte pas, un tirage est une

combinaison, et le nombre total de combinaisons est :
Ck= AK /Kl = nl/(kI(n — k)!)



Plan du cours
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© Variables aléatoires



Probabilité conditionnelle

Définition
Soit (2, A, P) un espace de probabilité. Si A, B € A et P(A) #0, /a
probabilité conditionnelle de B sachant A est P(B | A) = P("ﬁ\(r;;f)

Remarque : Calculer des probabilités sachant A = travailler avec A nouvel
espace fondamental, une tribu associée et une nouvelle probabilité

Exemple : Pile ou face 2 fois avec piéce équilibrée. Calculer la probabilité
d’avoir (P, P) sachant qu'on a obtenu au moins un P?

Q= {PP (P,F),(F,P),(F,F }etA P(Q), P uniforme

= A="Au m0|r|1I§(/14|;"B){( | (g,)( 1) ,(P,P)} et B={(P,P)}

— PEIA="pm P 3
RS




Exercice

Un exercice revu :

@ On lance un dé équilibré, puis on lance le nombre du dé fois une piéce
équilibrée. On note le nombre de Piles. Calculer IP(A) avec
A ="4 Piles" ?

On note D; I'événement : "le dé a montré ", pour i =1,...,6.
Alors (Dj)1<i<e est une partition d’ou :

6 6
= P(A) =) P(AND;) =) P(AND;)
i=1 i=4
Par définition, on a P(AN D;) = P(D;) P(A | D). '
Mais pour i >4, P(A | D;) = C#27/, d'od P(AND;) = £ C#27.
Ainsi P(A) = L (274 +5-275+15-27) = 1 (4+10+15)27® ~ 0.076.



Indépendance

Définition
Soit (2, A, P) un espace de probabilité. A, B € A, avec P(A) # 0 sont
indépendants si P(B | A) = P(B).

Conséquence : Soit (2, A, P) un espace de probabilité, A, B € A) :
( Aet B indépendants) < ( P(AN B) = P(A)P(B) )

Remarque : Ne pas confondre indépendance et incompatibilité !

Exemple: P/F 2 fois piéce équilibrée A= {(P,F),(F,F)},
B ={(F,P),(F,F)}

= P(AN B) = P({(F,F)}) = 3 = P(A) P(B) : Aet B indépendants
mais pas incompatibles!



Indépendance (2)

Définition
(Ai)ier, I € N, famille d'événements de (2, A,IP). (Ai)ici est une famille
d'événements (mutuellement) indépendants si et seulement si pour tout

k € N*, pour tout ji,--- , jx € I¥ distincts,
P(Aj N NA;) =P(A,) x -+ x P(A;).

Remarque : Etre mutuellement indépendant est plus contraignant que
d'étre indépendant deux a deux!

A : premier lancer P
Exemple: P/F 2 fois piéce équilibrée ¢ B : second lancer P

C : deux lancers identiques
On a A et B indépendants, A et C également, de méme que B et C, et
pourtant A, B et C ne sont pas mutuellement indépendants... car
P(AnBNC)=P{(P,P)}) = % #P(A)P(B)P(C) = % X % X % = %



Formule de Bayes

Proposition

(Formule de Bayes) Soit (2, A, IP) espace de probabilité et (E;)jc; famille
d'événements de A et partition de (2, A). Pour tout A € A, si on connait
P(E;) et P(A | Ej) pour tout j € J, alors

P(A | Ex) P(Ex)

pour k € J
> jes P(A | ) P(E))

P(Ex | A) =

Démonstration.

Ona P(Ex | A) = P(IEE‘BA) =Fk@ lpi’;‘))P(E"). Mais P(A) = 3=, IP(Ej N A) par la formule des
probabilités totale, d'oii P(A) = >";. ,P(A | E;) P(E;). Dol le résultat. O




Formule de Bayes (2)

Exemple : Equipe de foot qui joue autant a domicile qu’a |'extérieur, gagne
1 fois sur 2 a domicile, 1 fois sur 3 a |'extérieur, fait nul 1 fois sur 4 a
domicile, 1 fois sur 3 a I'extérieur. Déterminer la probabilité qu'elle gagne,
puis la probabilité d'étre a domicile sachant qu’elle a perdu.

Démonstration.
On note les événements :
@ "M" : jouer 3 domicile (maison), "E" : jouer a |'extérieur
@ "V" : victoire, "N" : nul, "D" : défaite
Alors : P(M) = P(E) =1/2, P(V | M) =1/2, P(N | M) =1/4, P(V | E) =1/3 et
P(N | E)=1/3. D'oti P(D | M) =1/4 et P(D | E) = 1/3.

e P(V)=P(VAM)+P(VNE)=P(V | MyP(M)+P(V | E)P(E) = (1/2+1/3)/2 = 5/12.

_P(MND) P(D | M)P(M) _ a3
e P(M| D) = P(D) ~— P(D | M)P(M)+P(D | E)P(E) %i% 7 i

V.
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Premiéres définitions

Définition

Soit (2, A) un espace probabilisable. X variable aléatoire a valeurs dans

I C R, si X application de Q2 — | telle que pour tout x € R, I'événement
{X <x} ={weQ tel que X(w) < x} =X] — 00, x])

soit un événement de A.

4

Exemple : Q = {(P, P),(P,F),(F,F),(F,P)}, A=P(Q), X nombre de P.
Pour chaque w € Q, X(w) € {0,1,2} =/, par exemple X({(P, F)}) = 1.

{X<x}=0 pour x < 0
0 {X <x}=A{(F,F)} pour 0 < x <1
"3 (X <x}={(F,F),(P,F),(F,P)} pourl<x<?2
{X<x}=Q pour 2 < x

= X variable aléatoire.



Deux cas particuliers importants sont & distinguer :
Définition
o Sil ={xj}jes avec J C N (par exemple | = {0,1}, | = Z,...), X est
appelée variable aléatoire discréte.

@ Si | est une union dénombrable de "vrais" intervalles de R (par exemple
I =[0,1], | = R*,...), X peut étre une variable aléatoire continue.

Exemples :
@ Soit @ ={1,...,6}*, A="P(Q) et X((i,j)) =i+ pour (i,j) € Q.
X est a valeurs dans | = {2,...,12}.
{X<x}=10 pour x < 2
On a X <xp={(11} pour 2 < x < 3
{X <x}= {(1, 1),(1,2),(2, 1)} pour 3 < x < 4

— X variable aléatoire.
@ Soit 2 =[0,1], A= B([0,1]) et X tel que X(w) =2w — 1 pour w € Q.

X est a valeurs dans | = [—1,1].
{X<x}=10 pour x < —1
Ona ¢ {X<x}=1[0,(x+1)/2] pour —1<x<1
{X <x}=10,1] pour 1 < x

— X variable aléatoire.



Fonction de répartition

Remarque : Si A =P(Q), {X < x} € A pour tout x € R : toute
application est une v.a.

Définition

Soit (2, A, P) un espace de probabilités et X une variable aléatoire sur
(Q, A, P) a valeurs dans |. On appelle fonction de répartition de X /a
fonction Fx : R — [0,1] telle que Fx(x) = P(X < x), pour x € R.

Exemple : Tracés des fonctions de répartition pour 2 exemples précédents :




Propriété

@ F, est une fonction croissante sur R.
lim Fx(x)=0et |lim Fx(x)=1.

o X—»—00 X( ) X—»+00 X( )

@ P(a < X < b) = Fx(b) — Fx(a), pour tout —o0o < a < b < +00.

Démonstration.
O Six <y, {X<x}C{X <y} doa P{X <x}) <P({X <y}

—— Fx(X) S Fx(y).
@ On a montré que si (Ap)nen est une suite d'événement de A tel que A, C Anq1 pour
tout n € N, alors limy_,o0 P(A,) = P(UneN A,,).
Soit (x»)nen une suite croissante de réels quelconque telle que lim x, = co. Si
n—oo
A ={X < xp}, lim P(A,) = lim Fx(x,) =P(2)=1. D'ou lim Fx(x)=1.
n— oo n— oo X—>+00
On a Fx(x) =1 —IP(X > x). Méme preuve pour (x,) suite décroissante tendant
vers —oo et A, = {X > x,} = limy,_ o P(X >x)=1= I|im Fx(x)=0.
X—>—00
Q A={X<a}, B={a< X <b}et C={X>b}. Alors A, B et C partition de Q.
D'oti P(A) + P(B) + P(C) = 1. Comme P(A) = Fx(a), 1 — P(C) = Fx(b) on
obtient IP(B) = Fx(b) — Fx(a).




Fonction de répartition (suite)
Propriété
SiX: Q= (xj)jes, J CIN* est une v.a. discréte, alors
@ Fx est une fonction en escalier sur R, avec sauts en les x;.

o P(X = x;) = Fx(x;) —lim__, - Fx(x) pour tout j € J.
J

Démonstration.

@ pour tout x € R,

si infjeyx; > —o0 et x < infjcyx; = Fx(x)=0
ou
Jjp €4, x5 S x<min(x;, % > x,) = Fx(x)= > P(X =x)
Xj<Xjy
ou

si supjc; X < +oo et x >sup;c;x; = Fx(x)=1

Ce sont les seules valeurs pouvant &tre prises par Fx.
@ Ona Fx(Xj) = ZXkSXj P(X = Xk), |imx_)xj— Fx(X) = ZXk<Xj P(X = Xk)... D,




Définition
Soit X une v.a. sur (Q,.A,IP) a valeurs dans un intervalle ou une union

d'intervalles. S'il existe fx : R — [0, +-o00[ telle que Fx(x) = / fx(t) dt

oo
Vx € R, X est appelée v.a. continue et fx densité de probabilité de X.

Remarque : termes plus précis : v.a. absolument continue et fx densité par
rapport a la mesure de Lebesgue.

Important : ([0,1],5([0,1])) X nombre pris uniformément dans [0, 1].
Par exemple X(w) = w pour tout w € [0, 1].
P : méme probabilité pour tout intervalle de méme taille
= P(X ela,b])=b—apour0<a<b<l1l
= Fx(x)=xpour0<x<1,0six<0,1six>1
= fx(x)=1pour0<x<1,0six<00six>1



Propriété

Si X est une v.a. continue de densité de probabilité fx alors :
o Fx continue sur R et Fi(x) = fx(x) pour presque tout x € R.
o Pla< X <b)= fab fx(t) dt, pour tout —oo < a < b < +00.
e P(X =x) =0 pour tout x € R.

Démonstration.

@ Si x telle que fx continue en x on définit G une primitive de fx alors
Fx(x)=["__ fx(t)dt=lim [G(t)]"=G(x) — lim G(u), d'ou Fi(x)="Fx(x).
u——o00 @ u——o0

® P(a< X <b)=Fx(b) — Fx(a) = [°__ fx(t)dt + [P f(t) dt — [7__ fx(t) dt
relation de Chasles, donc P(a < X < b) = fab fx(t) dt.

@ Ona P(X =x)=P(X <x)—P(X <x).Si Ay = {X < xp} avec (x,) suite
croissante telle que x, < x Vn € N et x, — x, alors A, C Apt1 et
limp 00 Fx(Xn) = limp 00 P(As) = P(U,cn An) = P(X < x). Donc
P(X = x) = Fx(x) — limp— o0 Fx(xn). Comme Fx est continue,
lims—oo Fx(xn) = Fx(x) soit P(X = x) = 0. O




Propriété

® 5i X v.a. discréte a valeurs dans | = {x;}iey alors 3 ;. ;P(X = x;) = 1.

e Si X v.a. continue alors fj;o fx(t)dt =1.

Démonstration.
@ Formule des probabilités totales : Q = | J;c {X = x;} et ({X = x;}); partition...
0 limymoo Fx(x) =1 = limeooo [ fx(t) dt d'ou [*2° fi(t) dt =1
O

v

Exemple : Pour (t) = Ae ! pour t > 0 et fx(t) = 0si t < 0 : v.a. exponentielle
= Fx(x) =0si x <0, Fx(x) = [y Ae Mdt =1—e ™ pour x > 0.
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Moments d'une variable aléatoire

Définition

Si X une v.a. sur (2, A, P) a valeurs dans | et h: | — R continue par
morceaux,

|qun:/hm@mdp /ﬂh w))| dP(w) < co.

Remarque : Cette formule nécessite des connaissances de L3...

Définition
e Si X v.a. discréte a valeurs dans | = {x;}ic;), I'espérance de X est
E[X] =2 jesxi P(X = x1) si 3 e, I P(X = x;) < oo
@ Si X est une v.a. continue de densité fx, 'espérance de X est
E[X] = [T tfx(t)dt si [T2°|t] fi(t) dt < oo




Exemples (v.a. discrétes) :

O Loi de Bernoulli B(p) X : Q — {0,1}, { :E§§ z (1); i ll)f 1[307 1

= E[X]=0x(1—p)+1*xp=np.

@ Loi Geométrique G(p) X : Q — N*, P(X = k) = p(1 — p)k~! k € N*
= E[X] =22 kp(l—p)t
[ SiS(x) =N Pexk =1 —x)"Tet|x] <1, S(x) =52, kk—1=(1-x)"2 ]
— E[X]=pS'(1—p)=p'sip#0.

11 1
X QN P(X = k)= 7 — = kN
Q SIX:Q= N PX =k = — 7 ~xxx1) ¥ ¢
1 1 1 1 1
[Z'P -+ G- G-ty 5 1]

= E[X] =X g = oo,
[m >In (14 ¢45) = In(k +2) — In(k +1) car u > In(1 + v)

d’ou E[X] > (In(2) — In(1)) 4+ (In(3) — In(2)) + (In(4) = In(3)) + ... = 40 ]



Exemples (v.a. continues) :
fx(x)=1 xe€]0,1]

O Loi Uniforme 4/([0,1]) X : © — [0,1], { ) =0 sinon
X =

— IE[X]:/OOth(t)dt:/OItdt: [%tﬂ;:%.

— —Ax
@ Loi Exponentielle £(\) X : Q — [0, 00], { ::Xg% B ())\e ;(inino
X =

= IE[X]:/ tfx(t)dt:)\/ te Mdt.
0

—00

= [— te—“]:oJr/ooo e M dt (IPP)

o0

1 o 1
:O—O |:—7 _At:| = —.
Tl Tl Ta

@ Loi de Cauchy C(1) X : Q = R, fx(x) = % 175z pour x € R

1 [ t .
= E[X]=- T e dt n'existe pas
T —00

( o1t dt:[%ln(l‘f‘tz)}gozoo)

0 7i1+t2
RS
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