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3.4 Fonction d'une variable aléatoire
Pour X une v.a. et h : I → IR une fonction continue par morceaux,

loi de Y = h(X ) ?

Rappel

Si X est une v.a. sur
(
Ω,A, IP

)
à valeurs dans I ⊂ IR et h : I → IR une

fonction continue par morceaux

=⇒ Y = h(X ) v.a. sur
(
Ω,A, IP

)
Exemples : Si X

L∼ N (0, 1)

1 avec h(x) = m + σ x où (m, σ) ∈ IR2, Y = h(X )
L∼ N (m, σ2)

2 avec h(x) = 1 si x ≥ 0 et 0 sinon, Y = h(X )
L∼ B(1/2)
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Loi d'une fonction de v.a.

Pour déterminer la loi de Y = h(X ) :

1 On détermine l'ensemble IY des valeurs prises par Y ;

2 Si IY = {yk}k∈K avec K ⊂ IN, Y est une v.a. discrète

=⇒ On calcule directement IP(Y = yk)

3 Si IY est une union de vrais intervalles, on détermine FY (y) en fonction

de FX pour y ∈ IY et fY = F ′Y .

Remarque : Dans le dernier cas, on a FY (y) = 0 pour y ≤ infy{y ∈ IY } et
FY (y) = 1 pour y ≥ supy{y ∈ IY } : ne pas chercher fY en dehors de IY !
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Quatre exemples

1 Soit X
L∼ B(n, p). Quelle est la loi de Y = n − X ?

=⇒ Y prend ses valeurs dans {0, . . . , n}
=⇒ IP(Y = k)=IP(X = n− k)=Cn−k

n pn−k(1− p)k =C k
n (1− p)kpn−k

=⇒ Y
L∼ B(n, 1− p).

2 Soit X
L∼ U([0, 1]). Quelle est la loi de Y = α + β X ? (α ∈ IR, β > 0)

=⇒ Y prend ses valeurs dans [α, α + β]
=⇒ pour y ∈ [α, α + β], FY (y) = IP(Y ≤ y) = IP(α + β X ≤ y)

donc FY (y) = FX
(
(y − α)/β

)
et fY (y) = 1

β fX ((y − α)/β
)

=⇒ Y
L∼ U

(
[α, α + β]

)
car fX ((y − α)/β

)
= 1 pour y ∈ [α, α + β]
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Quatre exemples

3 Soit X
L∼ N [0, 1]. Quelle est la loi de Y = X 2 ?

=⇒ Y prend ses valeurs dans [0,∞[
=⇒ pour y ≥ 0, FY (y) = IP(Y ≤ y) = IP(−√y ≤ X ≤ √y)

donc FY (y)=FX (
√
y)−FX (−√y) et fY (y)= 1

2
√
y

(
fX (
√
y)+fX (

√
y)
)

=⇒ fY (y) =
1√
2π y

exp(−y/2) pour y > 0, 0 sinon

4 Soit X
L∼ E(λ). Quelle est la loi de Y = [X + 1] ? (partie entière...)

=⇒ Y prend ses valeurs dans IN∗

=⇒ IP(Y = k) = IP(k ≤ X + 1 < k + 1) = FX (k)− FX (k − 1)
donc IP(Y = k)=(1−e−λ k)−(1−e−λ(k−1))=

(
1−e−λ

)
e−λ(k−1)

=⇒ IP(Y = k) =
(
1− e−λ

)(
e−λ

)k−1
pour k ≥ 1 : Y

L∼ G
(
1− e−λ

)
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(
1−e−λ

)
e−λ(k−1)

=⇒ IP(Y = k) =
(
1− e−λ

)(
e−λ

)k−1
pour k ≥ 1 : Y

L∼ G
(
1− e−λ

)
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Deux remarques importantes

Remarque : Avec h continue par morceaux,

Y = h(X ) ne peut qu'être une v.a. discrète quand X est discrète.

Si X est un v.a. continue, on a vu que Y peut être discrète ou continue.

Mais elle peut aussi n'être ni discrète, ni continue :

Par exemple, pour X
L∼ U([−1, 1]) et h(x) = x si x ≥ 0 et 0 sinon

=⇒ Y prend ses valeurs dans [0, 1]

=⇒ IP(Y = 0) = IP(X < 0) =
∫ 0

−1
1
2
dt = 1/2 et pour y ∈ [0, 1],

FY (y) = IP(Y = 0) + IP(0 < X ≤ y) = 1
2

+
∫ y
0

1
2
dt = 1+y

2

Cours de Probabilités 6 / 13



Deux remarques importantes

Remarque : Avec h continue par morceaux,

Y = h(X ) ne peut qu'être une v.a. discrète quand X est discrète.

Si X est un v.a. continue, on a vu que Y peut être discrète ou continue.

Mais elle peut aussi n'être ni discrète, ni continue :

Par exemple, pour X
L∼ U([−1, 1]) et h(x) = x si x ≥ 0 et 0 sinon

=⇒ Y prend ses valeurs dans [0, 1]

=⇒ IP(Y = 0) = IP(X < 0) =
∫ 0

−1
1
2
dt = 1/2 et pour y ∈ [0, 1],

FY (y) = IP(Y = 0) + IP(0 < X ≤ y) = 1
2

+
∫ y
0

1
2
dt = 1+y

2

Cours de Probabilités 6 / 13



Deux remarques importantes

Remarque : Avec h continue par morceaux,

Y = h(X ) ne peut qu'être une v.a. discrète quand X est discrète.

Si X est un v.a. continue, on a vu que Y peut être discrète ou continue.

Mais elle peut aussi n'être ni discrète, ni continue :

Par exemple, pour X
L∼ U([−1, 1]) et h(x) = x si x ≥ 0 et 0 sinon

=⇒ Y prend ses valeurs dans [0, 1]

=⇒ IP(Y = 0) = IP(X < 0) =
∫ 0

−1
1
2
dt = 1/2 et pour y ∈ [0, 1],

FY (y) = IP(Y = 0) + IP(0 < X ≤ y) = 1
2

+
∫ y
0

1
2
dt = 1+y

2

Cours de Probabilités 6 / 13



Deux remarques importantes

Remarque : Avec h continue par morceaux,

Y = h(X ) ne peut qu'être une v.a. discrète quand X est discrète.

Si X est un v.a. continue, on a vu que Y peut être discrète ou continue.

Mais elle peut aussi n'être ni discrète, ni continue :

Par exemple, pour X
L∼ U([−1, 1]) et h(x) = x si x ≥ 0 et 0 sinon

=⇒ Y prend ses valeurs dans [0, 1]

=⇒ IP(Y = 0) = IP(X < 0) =
∫ 0

−1
1
2
dt = 1/2 et pour y ∈ [0, 1],

FY (y) = IP(Y = 0) + IP(0 < X ≤ y) = 1
2

+
∫ y
0

1
2
dt = 1+y

2

Cours de Probabilités 6 / 13



Deux remarques importantes

Remarque : Avec h continue par morceaux,

Y = h(X ) ne peut qu'être une v.a. discrète quand X est discrète.

Si X est un v.a. continue, on a vu que Y peut être discrète ou continue.

Mais elle peut aussi n'être ni discrète, ni continue :

Par exemple, pour X
L∼ U([−1, 1]) et h(x) = x si x ≥ 0 et 0 sinon

=⇒ Y prend ses valeurs dans [0, 1]

=⇒ IP(Y = 0) = IP(X < 0) =
∫ 0

−1
1
2
dt = 1/2 et pour y ∈ [0, 1],

FY (y) = IP(Y = 0) + IP(0 < X ≤ y) = 1
2

+
∫ y
0

1
2
dt = 1+y

2

Cours de Probabilités 6 / 13



Deux remarques importantes

Remarque : Avec h continue par morceaux,

Y = h(X ) ne peut qu'être une v.a. discrète quand X est discrète.

Si X est un v.a. continue, on a vu que Y peut être discrète ou continue.

Mais elle peut aussi n'être ni discrète, ni continue :

Par exemple, pour X
L∼ U([−1, 1]) et h(x) = x si x ≥ 0 et 0 sinon

=⇒ Y prend ses valeurs dans [0, 1]

=⇒ IP(Y = 0) = IP(X < 0) =
∫ 0

−1
1
2
dt = 1/2 et pour y ∈ [0, 1],

FY (y) = IP(Y = 0) + IP(0 < X ≤ y) = 1
2

+
∫ y
0

1
2
dt = 1+y

2

Cours de Probabilités 6 / 13



Suite de l'exemple

−1 0 1 2

0.0
0.2

0.4
0.6

0.8
1.0

x

F

Fonction de répartition de l'exemple : discontinue en 0 et dérivable sur ]0, 1[

=⇒ Y n'est ni une v.a. discrète ni une v.a. continue
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Propriétés relatives à la fonction de répartition

Propriété

Si X est une v.a. sur (Ω,A, IP) telle que X
L∼ − X , la loi de X est dite

symétrique alors :

pour x ≥ 0, IP(|X | > x) = 2 IP(X > x) = 2 (1− FX (x))

si X v.a. continue, FX (−x) = 1− FX (x) pour x ∈ IR et fX est paire.

Démonstration.
IP(|X | > x)=IP(X > x∪X <−x)=IP(X > x)+IP(X <−x)=IP(X > x)+IP(−X > x)=2IP(X > x)
car la loi X est la même que celle de −X
FX (−x) = IP(X ≤ −x) = IP(−X ≥ x) = IP(X ≥ x) car la loi X est la même que celle de −X . Et

IP(X ≥ x) + IP(X ≤ x) = IP(X > x) + IP(X ≤ x) = 1 car X continue, FX (x) + FX (−x) = 1.

Exemples de lois symétriques :

Loi de Rademacher : loi de 2X − 1 quand X
L∼ B(1/2)

lois U([−β, β]), N (0, σ2)
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Quantiles

Dé�nition

Si X est une v.a. sur (Ω,A, IP), pour p ∈]0, 1[, on appelle quantile d'ordre

p de la loi X l'unique q(p) ∈ IR tel que :

q(p) = inf
{
x ∈ IR, FX (x) ≥ p

}
La médiane est q(1/2), les 1er et 3ème quartiles sont q(1/4) et q(3/4).

Cas particulier : Si X est v.a. continue FX (q(p)) = p ou q(p) = F−1X (p).

Exemples de quantiles :

Si X
L∼ E(λ), FX (x) = 1− e−λx pour x ≥ 0 =⇒ q(p) = − ln(1−p)

λ

Si X
L∼ N (0, 1), q(0.95) ' 1.65, q(0.975) ' 1.96 et q(0.99) ' 2.32
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Quantile et loi continue

−1 0 1 2 3 4 5

0.0
0.2

0.4
0.6

0.8
1.0

x

F

0.5

0.95

q(0.5) q(0.95)

Fonction de répartition de la loi E(1) et quantiles à 50% et 95%

Cours de Probabilités 10 / 13



Quantile et loi discrète

−1 0 1 2 3 4 5

0.0
0.2

0.4
0.6

0.8
1.0

x

F

0.5

0.95

q(0.5) q(0.95)

Fonction de répartition de la loi B(4, 2/3) et quantiles à 50% et 95%
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Quantile et loi discrète (2)

−1 0 1 2 3 4 5

0.0
0.2

0.4
0.6

0.8
1.0

x

F

0.5

0.95

q(0.5) q(0.95)

Fonction de répartition de la loi B(4, 0.6142725..) et quantiles à 50% et 95%
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Quantile et aire

Densité de la loi N (0, 1) et quantile à 95%

(la fonction de répartition en x est l'aire de la densité de −∞ à x)
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