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Moyenne empirique

Définition

Soit (Xi)ien suite de v.a. définies sur (Q2, A, IP). Pour tout n € N*, on

appelle moyenne empirique de (Xi,...,X,) la v.a.

ZX— (Xt + -+ Xn).
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Propriété
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{ E[X,] =EX] siE[X]<oo
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Propriété
Si (Xj)ien suite de v.a.i.i.d. définies sur (Q, A,IP). Alors :
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Moyenne empirique

Définition
Soit (Xi)ien suite de v.a. définies sur (Q2, A, IP). Pour tout n € N*, on
appelle moyenne empirique de (Xi,...,X,) la v.a.

ZX— (Xt + -+ Xn).

Propriété
Si (Xj)ien suite de v.a.i.i.d. définies sur (Q, A,IP). Alors :

E[X,] = E[xl] si E[|X1]] < oo
var(X,) = - var(X1) si E[X?] < oo

Conséquence : Si E[X?] < oo, var(X,) - 0
n——+400



4.3 Théorémes limite

Définition
Soit (Xi)ien suite de v.a. définies sur (Q2, A, IP). On dit que (X,) converge

en probabilité vers une variable aléatoire Y, soit X, % Y lorsque
n——+400

Ve >0, P(X,—Y|>¢) — O

n—+00
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Exemple : Si X, £ B(1/n) alors X, % 0.
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Sie>1, {|Xs— 0| >e} =0 car X, € {0,1}, donc P(|X, — 0]) >¢) = 0.
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en probabilité vers une variable aléatoire Y, soit X, % Y lorsque
n——+00
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4.3 Théorémes limite

Définition
Soit (Xi)ien suite de v.a. définies sur (Q2, A, IP). On dit que (X,) converge

en probabilité vers une variable aléatoire Y, soit X, % Y lorsque
n——+00

Ve>0, P(X,—Y|>¢) — 0.

n—+00

Exemple : Si X, £ B(1/n) alors X, % 0.
n——+00
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Propriété
Soit (Xi)ien suite de v.a. définies sur (Q2, A, IP). On dit que (X,) converge
en loi vers une variable aléatoire Y, soit X, i> Y lorsque

n—o0

Fx,(x) ) Fy(x) pour tout x € R tel que Fy soit continue en x.
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P(Xn=x) —= pi=P =x)
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Propriété
Soit (Xi)ien suite de v.a. définies sur (Q2, A, IP). On dit que (X,) converge
en loi vers une variable aléatoire Y, soit X, i> Y lorsque

n—oo

Fx,(x) ) Fy(x) pour tout x € R tel que Fy soit continue en x.

Corollaire
® Si X; v.a. discrétes sur {x;}jcy, il suffit de montrer que
P(Xn=x) —= pi=P =x)

@ Si X; v.a. continues de densités f;, il suffit de montrer que
fa(x) — fy(x) pour presque tout x € R
n—-+o00

Exemple : Si X, < N(%,1) alors X, £ v £ N(0,1).

n—o0
1,2
x—1) 2
_ 1 _—n- _ 1 _ 1 — X
Pour x € R, fp(x) = 7€ 2 etx— P X donc fr(x) P 3Tho f(x) = J=e 2 ]



Inégalités

Théoréme (Inégalité de Markov)
Soit X une v.a. positive définie sur (Q2, A, P) telle que E[X] < co. Alors
pour tout € > 0, P(X > ¢) < E[X]‘

€




Inégalités

Théoréme (Inégalité de Markov)
Soit X une v.a. positive définie sur (Q2, A, P) telle que E[X] < co. Alors

E[X
pour tout € > 0, P(X > ¢) < [6 ]

Démonstration.
Soit ¥ = Xlx>. (= X si X > ¢, =0 sinon). Y est une v.a. (Y = h(X) et h € CS,),
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Inégalités

Théoréme (Inégalité de Markov)

Soit X une v.a. positive définie sur (Q2, A, P) telle que E[X] < co. Alors
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Théoréme (Inégalité de Markov)

Soit X une v.a. positive définie sur (Q2, A, P) telle que E[X] < co. Alors
pour tout € > 0, P(X > ¢) < [ ]
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Inégalités

Théoréme (Inégalité de Markov)

Soit X une v.a. positive définie sur (Q2, A, P) telle que E[X] < co. Alors
pour tout € > 0, P(X > ¢) < [ ]

Démonstration.

Soit ¥ = Xlx>. (= X si X > ¢, =0sinon). Y estuneva. (Y =h(X)etheCS,), Y <X,
E[Y] < E[X] < 00. Or E[Y] = E[X Ix>.] > E[eIx>.] et E[clx>.] = cE[lx>.] = ¢ P(X > ¢)
car x> v.a. de Bernoulli B(IP(X > ¢)). Donc E[X] > eP(X > ¢) d’ol I'inégalité.

Exemple : Si (X,) suite de v.a. telle que E[|X,|] - 0alors X, — 0
n——+00

n—-+o0o



Inégalités (fin)

Théoréme (Inégalité de Bienaymé-Tchebitchev)
Soit X une v.a. définie sur (Q, A, P) telle que E[X?] < co. Alors pour tout
2= P(|X —E[X]| > ¢) < va;(zX)




Inégalités (fin)

Théoréme (Inégalité de Bienaymé-Tchebitchev)
Soit X une v.a. définie sur (Q, A, P) telle que E[X?] < co. Alors pour tout
2= P(|X —E[X]| > ¢) < va;(zX)

Démonstration.
Inégalité de Markov pour Y = (X — E[X])?, avec &’ = 2. Y positive et E[Y] = var(X).




Inégalités (fin)

Théoréme (Inégalité de Bienaymé-Tchebitchev)
Soit X une v.a. définie sur (Q, A, P) telle que E[X?] < co. Alors pour tout
2= P(|X —E[X]| > ¢) < va;(zX)

Démonstration.
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Inégalités (fin)

Théoréme (Inégalité de Bienaymé-Tchebitchev)
Soit X une v.a. définie sur (Q, A, P) telle que E[X?] < co. Alors pour tout
2= P(|X - E[X]| >¢) < va;(zX).

Démonstration.

Inégalité de Markov pour Y = (X — E[X])?, avec &’ = 2. Y positive et E[Y] = var(X). Alors
P(Y >e2) =P(|X — E[X]| > ¢) < B}, d'ou Iinegalite m

v

Exemples :

© Pour 0 < a < 1 et E[X?] < oo, |P(\x_|E[XH > M) <a

o —




Inégalités (fin)

Théoréme (Inégalité de Bienaymé-Tchebitchev)
Soit X une v.a. définie sur (Q, A, P) telle que E[X?] < co. Alors pour tout
2= P(|X - E[X]| >¢) < va;(zX)'

Démonstration.
Inégalité de Markov pour Y = (X — E[X])?, avec &’ = 2. Y positive et E[Y] = var(X). Alors

P(Y >e2) =P(|X — E[X]| > ¢) < B}, d'ou Iinegalite 0
Exemples :
© Pour 0 < a < 1 et E[X?] < oo, |P(\x_|E[XHZ %(X))ga

) ) E[Xn] = m P
@ Si (X,) suite de v.a. telle que { var(X,) — 0 alors X, — m

n—-400
n—-+o00 +




Loi faible des Grands Nombres

Théoréme (Loi faible des grands nombres)
Soit (Xi)ien suite de v.a.i.i.d. définies sur (2, A, P) telles que IE[Xﬂ < 0.
Alors : q

Xo== X+ +X) 2> E[Xi]

o n n—-+00




Loi faible des Grands Nombres

Théoréme (Loi faible des grands nombres)
Soit (Xi)ien suite de v.a.i.i.d. définies sur (2, A, P) telles que IE[Xﬂ < 0.

Alors : q
X+ + X)) = E[X]

o n n—-+00

X

Démonstration.

On a E[X,] = E[Xi1] et var(X,) = var(X1)/n Rt 0




Loi faible des Grands Nombres

Théoréme (Loi faible des grands nombres)
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On a E[X,] = E[Xi1] et var(X,) = var(X1)/n Rt 0 donc d’aprés I'lInégalité de BT,
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Loi faible des Grands Nombres

Théoréme (Loi faible des grands nombres)

Soit (Xi)ien suite de v.a.i.i.d. définies sur (Q, A, P) telles que E[X?] < oc.
Alors :
1 P

(Xl + .- +Xn) — E[Xl]

o n n—-+00

X

Démonstration.
On a E[X,] = E[Xi1] et var(X,) = var(X1)/n Rt 0 donc d’aprés I'lInégalité de BT,
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oo oo

"La moyenne empirique tend vers la moyenne théorique (v.a.i.i.d.)"



Loi faible des Grands Nombres

Théoréme (Loi faible des grands nombres)

Soit (Xi)ien suite de v.a.i.i.d. définies sur (Q, A, P) telles que E[X?] < oc.
Alors :

o 1
Xo==(Xi+-+ X)) = E[X]

o n n—-+00

Démonstration.
On a E[X,] = E[Xi1] et var(X,) = var(X1)/n Rt 0 donc d’aprés I'lInégalité de BT,

P(X: —EDal| >¢)  — O:ZM% E[X:] O
n oo oo

"La moyenne empirique tend vers la moyenne théorique (v.a.i.i.d.)"

Exemple : Pour (X;) suite de v.a.i.i.d. de loi B(p), alors X, N

n—-400



Théoréme de la limite centrale

Théoréeme (Théoréme de la limite centrale)
Soit (Xi)ien suite de v.a.i.i.d. définies sur (Q, A, P) telles que E[|X?|] < c.
Alors :

\/E(YH_IE[Xl]) néz N(O, var(Xl)) ou \/ﬁ_(Y"_E[Xl]) L

o) w0

v




Théoréme de la limite centrale

Théoréeme (Théoréme de la limite centrale)
Soit (Xi)ien suite de v.a.i.i.d. définies sur (Q, A, P) telles que E[|X?|] < c.

Alors :
Vn(X,—E[X1]) éé N(0, var(X1)) ou ﬁ%;a—\/r(i)[?f;]) ﬁé N(0,1)

v

Démonstration.

Preuve en L3.




Théoréme de la limite centrale

Théoréeme (Théoréme de la limite centrale)
Soit (Xi)ien suite de v.a.i.i.d. définies sur (Q, A, P) telles que E[|X?|] < c.

Alors :
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v

Démonstration.
Preuve en L3. On vérifie juste E[\/n(X, — E[X1])] = 0 et var[\/n(X, — E[X1])] = var(X1) O




Théoréme de la limite centrale

Théoréeme (Théoréme de la limite centrale)
Soit (Xi)ien suite de v.a.i.i.d. définies sur (Q, A, P) telles que E[|X?|] < c.

Alors :
Vn(X,—E[X1]) éé N(0, var(X1)) ou ﬁ%;a—\/r(i)[:;]) ﬁé N(0,1)

v

Démonstration.
Preuve en L3. On vérifie juste E[\/n(X, — E[X1])] = 0 et var[\/n(X, — E[X1])] = var(X1) O

Conséquence : Si n grand (7)



Théoréme de la limite centrale

Théoréeme (Théoréme de la limite centrale)
Soit (Xi)ien suite de v.a.i.i.d. définies sur (Q, A, P) telles que E[|X?|] < c.

Alors :
Vn(X,—E[X1]) éé N(0, var(X1)) ou ﬁ%;a—\/r(i)[:;]) ﬁé N(0,1)

v

Démonstration.
Preuve en L3. On vérifie juste E[\/n(X, — E[X1])] = 0 et var[\/n(X, — E[X1])] = var(X1) O

Pa

Conséquence : Si n grand (7) , alors X, =~ N(E[X1], % var(X1))



Théoréme de la limite centrale

Théoréeme (Théoréme de la limite centrale)

Soit (Xi)ien suite de v.a.i.i.d. définies sur (Q, A, P) telles que E[|X?|] < c.

Alors :
Va(Xa—EXi]) =5 N(0, var(X1)) ou ﬁ%;a—\/%)s]) = N(0,1)
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Démonstration.
Preuve en L3. On vérifie juste E[\/n(X, — E[X1])] = 0 et var[\/n(X, — E[X1])] = var(X1) O

Conséquence : Si n grand (?), alors X, £ N(E[X1], %var(X1))

"Si n grand, la moyenne empirique suit une loi gaussienne (v.a.i.i.d.)"
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Théoréeme (Théoréme de la limite centrale)

Soit (Xi)ien suite de v.a.i.i.d. définies sur (Q, A, P) telles que E[|X?|] < c.

Alors :
Va(Xa—EXi]) =5 N(0, var(X1)) ou ﬁ%;a—\/%)s]) = N(0,1)

v
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Preuve en L3. On vérifie juste E[\/n(X, — E[X1])] = 0 et var[\/n(X, — E[X1])] = var(X1) O

Conséquence : Si n grand (?), alors X, £ N(E[X1], %var(X1))

"Si n grand, la moyenne empirique suit une loi gaussienne (v.a.i.i.d.)"



Un exemple d'utilisation

Exemple : Si X; £ B(p) alors X, £ N(p, %p(l - p))
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Exemple : Si X; & B(p) alors X, £ N(p, Lp(1-p))
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Un exemple d'utilisation

Exemple : Si X; £ B(p) alors X, £ N(p, Lp(1-p))

— p=05: IP(‘Y,,— 0.5| <1.96 0—\/%) ~ (.95 pour n grand

X, — 0.5
Pour p=0.5, ﬁ% —Z, £ N(0,1). Or P(|Zs| < 1.96) =~ 0.95, d’oil le résultat. ]

— X € [05—1963/5,05+1963/ﬂ avec 95% de chance

== On peut remplacer 0.95 par 1 — a et 1.96 par q;_ >



Un exemple d'utilisation

Exemple : Si X; £ B(p) alors X, £ N(p, Lp(1-p))

— p=05: IP(‘Y,,— 0.5| <1.96 0—\/%) ~ (.95 pour n grand

X, — 0.5
Pour p=0.5, ﬁ% = Z, & N(0,1). Or P(|Z,| < 1.96) ~ 0.95, d'oi le résultat. ]

— X € [05—1963/5,05+1963/ﬂ avec 95% de chance

== On peut remplacer 0.95 par 1 — a et 1.96 par q;_ >

— Intervalles de fluctuations asymptotiques



