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Retour sur le TLC

Théorème (Théorème de la limite centrale)

Soit (Xi )i∈IN suite de v.a.i.i.d. dé�nies sur (Ω,A, IP) telles que IE[|X 2

1
|
]
<∞.

Alors :

√
n
(
Xn−IE[X1]

) L−→
n→∞

N
(
0 , var(X1)

)
ou

√
n

(
Xn − IE[X1]

)√
var(X1)

L−→
n→∞

N
(
0, 1
)

Conséquence : Si n grand =⇒ Intervalles de �uctuations asymptotiques

IP

(
Xn ∈

[
IE[X1]−q1−α/2

√
var(X1)√

n
, IE[X1]+q1−α/2

√
var(X1)√

n

])
' 1−α

A retenir : q0.95 ' 1.645, q0.975 ' 1.96 et q0.995 ' 2.576.
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4.4 Premiers pas vers l'estimation

En général, IE[X1] et var(X1) ne sont pas connus !

=⇒ On va les estimer à partir de (X1, . . . ,Xn)

Dé�nition

Soit (X1, . . . ,Xn) famille de v.a. dé�nies sur (Ω,A, IP). Un estimateur θ̂
d'un vecteur θ ∈ IRd est une fonction continue par morceaux de (X1, . . . ,Xn)
ne dépendant pas de θ.

Conséquence : • Un estimateur est une v.a. sur (Ω,A, IP)

• Si θ̂ = h(X1, . . . ,Xn) et (X1, . . . ,Xn) observé

=⇒ (X1(ω), . . . ,Xn(ω) ∈ IRn connu et θ̂(ω) connu

Exemple : Si (Xi )i v.a.i.i.d. de loi B(p) alors X n = p̂ estimateur de p
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Convergence d'un estimateur

En général, on désire qu'un estimateur ... estime !

=⇒ On veut que θ̂ se "rapproche" de θ

Dé�nition

Soit (X1, . . . ,Xn) famille de v.a. dé�nies sur (Ω,A, IP). La suite

d'estimateurs (θ̂n)n d'un vecteur θ ∈ IRd est convergente si θ̂n
P−→

n→+∞
θ.

Exemple : Si (Xi )i v.a.i.i.d. de loi B(p) alors X n estimateur convergent de p

Plus généralement, pour des v.a.i.i.d. X n estimateur convergent de IE[X1]
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Intervalle de con�ance

On désire mesurer la précision avec laquelle un estimateur converge.

Comme il y a de l'aléa, pas de précision "déterministe" mais plutôt :

Dé�nition

Soit (X1, . . . ,Xn) famille de v.a. dé�nies sur (Ω,A, IP) et θ̂ estimateur de

θ ∈ IR. Pour α ∈]0, 1[, on appelle intervalle de con�ance de niveau 1− α
soit I1−α = [A1−α,B1−α] où A1−α et B1−α sont des v.a. fonctions de

(X1, . . . ,Xn) et ne dépendant pas de θ, tel que :

IP
(
θ ∈ I1−α

)
= IP

(
A1−α ≤ θ ≤ B1−α

)
≥ 1− α

Typiquement α = 0.05 = 5% =⇒ intervalle de con�ance à 95%
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Obtention d'intervalles de con�ance sur l'espérance

On suppose (X1, . . . ,Xn) famille de v.a.i.i.d. Quel I1−α pour E [X1] ?

1 Si θ = IE[X1] inconnue et var(X1) connue, avec l'Inégalité B-T,

IP
(∣∣X n − IE[X1]

∣∣ ≤ ε) ≥ 1− var(X1)

n ε2
et ε2 =

var(X1)

nα

=⇒ I1−α =
[
X n −

1√
α

√
var(X1)

n
, X n +

1√
α

√
var(X1)

n

]

2 Si θ = IE[X1] inconnue, var(X1) connue et n grand avec le TLC

IP
(√

n
∣∣∣X n − IE[X1]√

var(X1)

∣∣∣ ≤ q1−α/2

)
' 1− α

=⇒ I1−α '
[
X n − q1−α/2

√
var(X1)

n
, X n + q1−α/2

√
var(X1)

n

]
Cours de Probabilités 6 / 8



Obtention d'intervalles de con�ance sur l'espérance

On suppose (X1, . . . ,Xn) famille de v.a.i.i.d. Quel I1−α pour E [X1] ?

1 Si θ = IE[X1] inconnue et var(X1) connue, avec l'Inégalité B-T,

IP
(∣∣X n − IE[X1]

∣∣ ≤ ε) ≥ 1− var(X1)

n ε2
et ε2 =

var(X1)

nα

=⇒ I1−α =
[
X n −

1√
α

√
var(X1)

n
, X n +

1√
α

√
var(X1)

n

]

2 Si θ = IE[X1] inconnue, var(X1) connue et n grand avec le TLC

IP
(√

n
∣∣∣X n − IE[X1]√

var(X1)

∣∣∣ ≤ q1−α/2

)
' 1− α

=⇒ I1−α '
[
X n − q1−α/2

√
var(X1)

n
, X n + q1−α/2

√
var(X1)

n

]
Cours de Probabilités 6 / 8



Obtention d'intervalles de con�ance sur l'espérance

On suppose (X1, . . . ,Xn) famille de v.a.i.i.d. Quel I1−α pour E [X1] ?

1 Si θ = IE[X1] inconnue et var(X1) connue, avec l'Inégalité B-T,

IP
(∣∣X n − IE[X1]

∣∣ ≤ ε) ≥ 1− var(X1)

n ε2
et ε2 =

var(X1)

nα

=⇒ I1−α =
[
X n −

1√
α

√
var(X1)

n
, X n +

1√
α

√
var(X1)

n

]

2 Si θ = IE[X1] inconnue, var(X1) connue et n grand avec le TLC

IP
(√

n
∣∣∣X n − IE[X1]√

var(X1)

∣∣∣ ≤ q1−α/2

)
' 1− α

=⇒ I1−α '
[
X n − q1−α/2

√
var(X1)

n
, X n + q1−α/2

√
var(X1)

n

]
Cours de Probabilités 6 / 8



Obtention d'intervalles de con�ance sur l'espérance

On suppose (X1, . . . ,Xn) famille de v.a.i.i.d. Quel I1−α pour E [X1] ?

1 Si θ = IE[X1] inconnue et var(X1) connue, avec l'Inégalité B-T,

IP
(∣∣X n − IE[X1]

∣∣ ≤ ε) ≥ 1− var(X1)

n ε2
et ε2 =

var(X1)

nα

=⇒ I1−α =
[
X n −

1√
α

√
var(X1)

n
, X n +

1√
α

√
var(X1)

n

]

2 Si θ = IE[X1] inconnue, var(X1) connue et n grand avec le TLC

IP
(√

n
∣∣∣X n − IE[X1]√

var(X1)

∣∣∣ ≤ q1−α/2

)
' 1− α

=⇒ I1−α '
[
X n − q1−α/2

√
var(X1)

n
, X n + q1−α/2

√
var(X1)

n

]
Cours de Probabilités 6 / 8



Obtention d'intervalles de con�ance sur l'espérance

On suppose (X1, . . . ,Xn) famille de v.a.i.i.d. Quel I1−α pour E [X1] ?

1 Si θ = IE[X1] inconnue et var(X1) connue, avec l'Inégalité B-T,

IP
(∣∣X n − IE[X1]

∣∣ ≤ ε) ≥ 1− var(X1)

n ε2
et ε2 =

var(X1)

nα

=⇒ I1−α =
[
X n −

1√
α

√
var(X1)

n
, X n +

1√
α

√
var(X1)

n

]

2 Si θ = IE[X1] inconnue, var(X1) connue et n grand avec le TLC

IP
(√

n
∣∣∣X n − IE[X1]√

var(X1)

∣∣∣ ≤ q1−α/2

)
' 1− α

=⇒ I1−α '
[
X n − q1−α/2

√
var(X1)

n
, X n + q1−α/2

√
var(X1)

n

]
Cours de Probabilités 6 / 8



Obtention d'intervalles de con�ance sur l'espérance

On suppose (X1, . . . ,Xn) famille de v.a.i.i.d. Quel I1−α pour E [X1] ?

1 Si θ = IE[X1] inconnue et var(X1) connue, avec l'Inégalité B-T,

IP
(∣∣X n − IE[X1]

∣∣ ≤ ε) ≥ 1− var(X1)

n ε2
et ε2 =

var(X1)

nα

=⇒ I1−α =
[
X n −

1√
α

√
var(X1)

n
, X n +

1√
α

√
var(X1)

n

]

2 Si θ = IE[X1] inconnue, var(X1) connue et n grand avec le TLC

IP
(√

n
∣∣∣X n − IE[X1]√

var(X1)

∣∣∣ ≤ q1−α/2

)
' 1− α

=⇒ I1−α '
[
X n − q1−α/2

√
var(X1)

n
, X n + q1−α/2

√
var(X1)

n

]
Cours de Probabilités 6 / 8



Obtention d'intervalles de con�ance sur l'espérance

On suppose (X1, . . . ,Xn) famille de v.a.i.i.d. Quel I1−α pour E [X1] ?

1 Si θ = IE[X1] inconnue et var(X1) connue, avec l'Inégalité B-T,

IP
(∣∣X n − IE[X1]

∣∣ ≤ ε) ≥ 1− var(X1)

n ε2
et ε2 =

var(X1)

nα

=⇒ I1−α =
[
X n −

1√
α

√
var(X1)

n
, X n +

1√
α

√
var(X1)

n

]

2 Si θ = IE[X1] inconnue, var(X1) connue et n grand avec le TLC

IP
(√

n
∣∣∣X n − IE[X1]√

var(X1)

∣∣∣ ≤ q1−α/2

)
' 1− α

=⇒ I1−α '
[
X n − q1−α/2

√
var(X1)

n
, X n + q1−α/2

√
var(X1)

n

]
Cours de Probabilités 6 / 8



Obtention d'intervalles de con�ance sur l'espérance

On suppose (X1, . . . ,Xn) famille de v.a.i.i.d. Quel I1−α pour E [X1] ?

1 Si θ = IE[X1] inconnue et var(X1) connue, avec l'Inégalité B-T,

IP
(∣∣X n − IE[X1]

∣∣ ≤ ε) ≥ 1− var(X1)

n ε2
et ε2 =

var(X1)

nα

=⇒ I1−α =
[
X n −

1√
α

√
var(X1)

n
, X n +

1√
α

√
var(X1)

n

]

2 Si θ = IE[X1] inconnue, var(X1) connue et n grand avec le TLC

IP
(√

n
∣∣∣X n − IE[X1]√

var(X1)

∣∣∣ ≤ q1−α/2

)
' 1− α

=⇒ I1−α '
[
X n − q1−α/2

√
var(X1)

n
, X n + q1−α/2

√
var(X1)

n

]
Cours de Probabilités 6 / 8



Obtention d'intervalles de con�ance sur l'espérance

On suppose (X1, . . . ,Xn) famille de v.a.i.i.d. Quel I1−α pour E [X1] ?

1 Si θ = IE[X1] inconnue et var(X1) connue, avec l'Inégalité B-T,

IP
(∣∣X n − IE[X1]

∣∣ ≤ ε) ≥ 1− var(X1)

n ε2
et ε2 =

var(X1)

nα

=⇒ I1−α =
[
X n −

1√
α

√
var(X1)

n
, X n +

1√
α

√
var(X1)

n

]

2 Si θ = IE[X1] inconnue, var(X1) connue et n grand avec le TLC

IP
(√

n
∣∣∣X n − IE[X1]√

var(X1)

∣∣∣ ≤ q1−α/2

)
' 1− α

=⇒ I1−α '
[
X n − q1−α/2

√
var(X1)

n
, X n + q1−α/2

√
var(X1)

n

]
Cours de Probabilités 6 / 8



Un exemple détaillé

On suppose (X1, . . . ,Xn) famille de v.a.i.i.d. de loi E(1/θ)

=⇒ I1−α pour θ = IE[X1] mais var(X1) = θ2 inconnue !

1 Avec l'Inégalité B-T,

IP
(
− θ√

nα
≤ θ − X n ≤

θ√
nα

)
≥ 1− α

=⇒ IP
( X n

1 + 1√
nα

≤ θ ≤ X n

1− 1√
nα

)
≥ 1− α

2 Avec le TLC, pour n grand

IP
(
− q1−α/2

θ√
n
≤ θ − X n ≤ q1−α/2

θ√
n

)
' 1− α

=⇒ IP
( X n

1 +
q1−α/2√

n

≤ θ ≤ X n

1− q1−α/2√
n

)
≥ 1− α
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Cas général de variance inconnue

(X1, . . . ,Xn) famille de v.a.i.i.d. avec θ = IE[X1] et var(X1) 6= g(θ) inconnues

Théorème (Théorème de la Limite Centrale 2)

Soit (Xi )i∈IN suite de v.a.i.i.d. dé�nies sur (Ω,A, IP) telles que IE[|X 2

1
|
]
<∞.

Alors :
σ2n =

1

n

n∑
i=1

(
Xi − X n

)2 P−→
n→+∞

σ2 = var(X1)

et √
n

(
X n − IE[X1]

)
σn

L−→
n→∞

N
(
0 , 1

)

=⇒ Pour n grand, I1−α '
[
X n − q1−α/2

σn√
n
, X n + q1−α/2

σn√
n

]
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