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Correction de quelques exercices de la feuille 4

Application linéaire adjointe et réduction des matrices symétriques et orthogonales .

1. Soit f un endomorphisme d’un espace euclidien F tel que pour tout x € FE,
<z, f(x) >= 0. Montrer que f* = —f, puis que F = kerf & Imf et kerf L Imf.
Pour tous z,y € E, < f(x +y),x +y >=0, or
< flr+y),z+y>=< f(x),r >+ < fly),y >+ < f(x),y > + <y, f(x) > ce qui entraine que
ff=-r
Si x € kerf alors pour tout y € Imf, il existe z tel que y = f(z), on a :
<x,y>=<ux, f(z) >=< f(x),z >=0donc z € (Imf)*.
De plus par le théoréme du rang il y’a égalité des dimensions donc kerf = (Imf)*. Ce qui prouve
que kerf et (Imf) sont supplémentaires et orthogonaux.

2. Soit f un endomorphisme d’un espace euclidien E tel que pour tout z € E, || f(x)| < 1.
Montrer que E = ker(f — Id) & Im(f — Id) et ker(f — Id) L Im(f — Id), puis que
(Imu)* = keru = keru*.

Commengons par montrer que ker(f — Id) et Im(f — Id) sont orthogonaux. Soit x € ker(f — Id)
et y € Im(f —Id). Alors f(x) = z et il existe z € E tel que y = f(z) — z. Notamment pour tout
AMeR,ona:

y=f(z+Az) — (= + \a),

donc

1> [f+ )P =|ly+z+ 2z =z + Xz|> +2A < 2y > +2 < 2, > +|y||>

En divisant par A et en faisant tendre A vers oo on a : < x,y >= 0. Ce qui entraine que les
deux sous espaces vectoriels sont orthogonaux.
Ensuite montrons qu’ils sont supplémentaires. Ceci revient & montrer que F = ker(f — Id) +
Im(f —Id) et ker(f —Id) N Im(f — Id) = {0}. La deuxiéme condition est immédiate puisqu’ils
sont orthogonaux. Pour montrer la premiere on utilise le théoreme du rang d’une part et d’autre
part du fait que (Im(f — Id)) + ker(f — Id) C E.
Montrons maintenant la derniere égalité. D’apres ce qui précede (Imu)* = keru. Montrons que
keru* = (Imu)* :

z € keru* & u*(z) =0 Vy e B, <u(z),y >=0.

Puis que < u*(z),y >=< z,u(y) > on a:

z € kerut & Vy e E,<z,u(y) >=0< z e (Imu)'.



3. On considére ’espace vectoriel R?> muni du produit scalaire canonique, et F =
{(.Z‘l,.ivg,xg € R3,:c1 — Xo = 0}.

(a) Préciser une base orthonormale de F.
(b) Déterminer F*, ’orthogonal de F. Préciser une base orthogonale de F-.
c) Donner ’expression de pr, la projection orthogonale de F. Préciser les images
(c) D I’exp ion de pr, la projecti thogonale de F. Préci les imag
par pr des vecteurs de la base définie précédemment. Déterminer 1’application
adjointe de pp.
(d) Pour x € R?® donné, calculer d(z, F).

(a) On trouve aisément que F' = vect{ui,u2} ot u; = (1,1,0) et ug = (0,0,1). Comme ces deux
vecteurs sont libres donc c’est une base de F. Soit {e1,ea} cette base orthonormale obtenue a
partir de la base {uj,u2} a l'aide du procédé de Gram-Schmidt. On obtient que e; = %(1, 1,0)
et €9 = (0,0, 1)

(b) Détermination de F*: F+ = {X = (11,29,23) € R?, < X,e; >=< X,es >= 0} donc
F+ = {(z1,29,23) € R®, 21 + 23 = 0,23 = 0}. Une base orthogonale de F'* est le vecteur
e3 = %(1, —1,0).

(¢) L’expression de pr: VX € R, pp(X) =< X,e1 > e1+ < X,ea > e = (%, %,xg). Les
images des vecteurs de la base: pp(e;) = e1 et pp(e2) = ey car e et eg appartiennent a F et
pr(e3) = 0 car es appartient a F' L. On sait que dans le cas euclidien, dans une base orthonormale
la matrice de 'adjoint est la transposée de la matrice, alors (pp)* = pp puis que la matrice de la
projection est symétrique.

(d) Calcul de la distance d(x, F) , x € R®: d*(z, F) = ||z — pr(2)|]? = M

4. Soit f un endomorphisme d’un espace euclidien E tel que f> = Id. Montrer que les
conditions suivantes sont équivalentes

(a) f est une symétrie orthogonale.
(b) f est symétrique ( f* = f c’est a dire pour tout z,y € E, < f(x),y >=<x, f(y) >).
(c) f est une transformation orthogonale i.e préserve le produit scalaire :

< f(2), fly) >=<zy>.

Pour montrer ces équivalences on montrera que a) = b) = ¢) = a).

1. Supposons a) vrai et montrons b). Soit E et G deus sous espaces supplémentaires dans F :
tout vecteur z € FE s’écrit de maniere unique r = z1 + x2 avec 1 € F' et z9 € G. La symétrie
orthogonale sur F' par rapport a G est ’endomorphisme de E qui a tout x € E associe le vecteur
x1 — x9. Soit f cette symétrie orthogonale donc f(z) = x; — xo. Montrons que f est symétrique
i.e que f = f*. Solent x,y € E tels que x = x1 + x2 et y = y1 + y2 avec x1,y1 € F et x9,y2 € G.
Calculons < f(z),y > et <z, f(y) >:

< flx),y >=< a1 — 22,1 + Y2 >=<21,y1 >+ < T1,¥2 > — < T, Y1 > — < T, Y2 >
d’une part, et
<z, fly) >=<z1+ 22,1 —y2 >=< 21,1 > — < T1,Y2 > + < T, Y1 > — < T, Y2 >

d’utre part. Mais < z1,y2 >=< x2,y1 >= 0 car F' et G sont orthogonaux,// donc < f(z),y >=<
x, f(y) > . Puis que Vx,y € B, < f(x),y >=< =z, f*(y) >on a f = f*.

2. Supposons b) vrai i.e que f = f* et montrons ¢). Pour cela calculons < f(z), f(y) >:

< f(@), fly) >=< =z, [ (f(y) >=< =, [*y) >=<z,y >



car f = f* et f2 = Id.
3. Supposons c¢) vrai et montrons a). Ceci est immédiat par définition de la symétrie.

. Soit (F,< .,. >) un espace préhilbertien et soit f : ¥ — F une application telle que
£(0) = 0 et || f(x)— F(5)]| = = —y]| pour tout z,y € E. Montrer que < f(z), f(y) >=< z,y >
pour tout z,y € F. En déduire que f est une application linéaire orthogonale.

On sait que
1F (@) = FI? =< f(2) = fy), f(2) = f(y) >=ll2l]® + |yl = 2 < f(2), f(y) >
d’une part,
|z -yl =<2z —yx—y>=<z,2>-2<2,9y>+<yy>=|z|>+ |y -2 <2,y >

d’autre part.

Comme || f(z) — f(5)][? = & — y||?, on obtient que < f(z), f(y) >=< 2,y >.

Montrons que f est une application linéaire orthogonale. Pour cela calculons pour tout z,y € E
I'expression || f(z + Ay) — f(z) — Af(y)||> . En utilisant ce qui précede on trouve que cette expres-
sion est nulle. Ce qui prouve la linéarité.

. Soit A = (a;j)1,j<n une matrice orthogonale. Montrer que

n
’ Z a,-,j ‘S n.

ij=1

Indication: Utiliser le vecteur u = (1,1,...,1)%.

Au est une vecteur colonne dont la i-ieme composante vaut Z?ZI a;;. De plus comme A est
une matrice orthogonale, on a ||Aul| = |Ju]| = /n (i.e conservation de la norme). Puis que
| <u,Au>| =13, ;a;|, on utilise 'inégalité de Cauchy-Schwartz pour conclure.

Soit X = (1, ..., 2,)! un vecteur non nul de R", ou n € N* et soit la matrice M = X.X".

(a) Déterminer le rang de la matrice M ( on pourra chercher le noyau de ’endomorphisme
de R" représenté par M ).

(b) En déduire les valeurs propres de M et les sous-espaces propres associés.
(c) Calculer M™.

(a) Pour trouver le rang de M, On détermine la dimension du noyau. Soit y € R tel que MY =
0.On trouve un systeme a n équations équivalentes. Donc dimker(M) = n — 1 ce qui entraine
que le rang de M est 1.

(b) Comme MX = (¥7_;a?)X, alors X est vecteur propre associée a la valeur propre (X7_;a?).
Du fait que dimker(M) = n — 1, 0 est valeur propre d’ordre n — 1. Finalement tous les espaces
propres ont la bonne dimension: A est diagonalisable.

(¢) En multipliant Pexpression M X = (X2 ,a?)X par X! & droite on obtient M? = (37 a?)M.
Donc M" = (X% ,a?)" M

. Soit A € M,(R) une matrice symétrique telle que A%+ A = 0. Montrer qu’alors A = 0.
Comme A est symétrique, alors elle est diagonalisable c’est a dire qu’il existe une matrice P
inversible telle que A = PDP~! o1 D est une matrice diagonale constituée des vecteurs propres



de A et toutes les valeurs propres sont réelles. Soit A;, ¢« = 1,n les valeurs propres de A. En
remplacant A par PDP~! I’équation devient,

PD*P~'+ PDP ' =0

En multipliant par P~! & gauche et en multipliant par P & droite, on obtient D3 4+ D = 0 qui est
équivalent A} + \; = 0, pour tout i = 1,n. La seule valeur propre réelle qu'on obtient apres la
résolution de cette équation est A\; = 0,7 = 1,n. Ce qui entraine que D = 0 donc A = 0.



