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Exercice 1 (Sur 13 points)

Soit X une variable aléatoire sur (£2,.4,IP). On définit la loi de probabilité de X de la maniére suivante: on
jette une piece équilibrée et si "Pile” est obtenu la loi de X est une loi exponentielle de parametre A\; > 0, si c’est
"Face” ce sera une loi exponentielle de parametre Ao > 0.

1.

2.

Rappeler ce qu’est la fonction de répartition d’une loi exponentielle de parametre A > 0 (1pt).

Déterminer les valeurs prises par X (0.5pts) et préciser sa fonction de répartition Fx (1.5pts). En déduire
que X est une variable aléatoire continue ayant pour densité de probabilité:

1
fx(z) = 5 ()\1 eMT 4 Ay e_&"”) pour z >0 et fx(x)=0 pourz <0 (1pt).
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. En déduire [E[X] (1pt) et montrer que var(X) 3( ) + —— (2pts).
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1
. On suppose désormais que A2 = 2 A;. Déterminer la médiane de X, soit m tel que IP(X < m) = B (3pts).

. On suppose avoir obtenu X > 1/\;. Quelle est la probabilité que 1'on ait eu "Pile”? (3pts).

Proof. 1. Ona F(z) =1—e % pour £ > 0 et F(z) = 0 pour = < 0.

2. Une loi exponentielle prenant ses valeurs dans [0, c0[ quel que soit son paramétre, on en déduit que X prend ses valeurs dans

[0, o0.
Pour < 0, on a Fx(z) = 0 d’apres ce qui vient d’étre dit. Pour z > 0, en utilisant la formule des probabilités totales,

]P(X S ZC) — ]P(X S xﬂ”P”)+IP(X S xﬁ”F”) — IP(X S T | 7’P”)]P(”P”)+IP(X S T | ”F”)]P(”F”) — ((1767)\1 z)+(1767)\21)).
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On en déduit que Fx(z) =1 — %(efAl T e I)

Cette fonction est continue et méme dérivable sur R* (en 0 on a bien Fx (x) — 0 quand z — O™"). On en déduit donc que X est une
variable aléatoire continue qui admet une densité fx(z) = (Fx())’. Si z > 0, on obtient ainsi fx(z) = 3 ()\1 eTMT 4 e ”)
et siz <0, fx(z)=0.

OnaE[X] = [z fx(z)dr = L (EXi] + E[Xs]) ot X1 ~ E(\1) et Xo & £(h). Dlon BIX] = §(& + ).
De la méme maniere var(X) = § (E[X?] + E[X3]) — (IE[X])*. Mais var(X;) = E[X{] — A;* = A7 %, d'ott E[X7] =2A;% Onen
déduit que:

1 1 1,1 1 2 3,1 1.2 1
X)=(—+—=)—-(=(—+ — = —(— - — .
var(X) = (57 + 3) (2(A1+>\2)> CHRb WAL ww
On doit résoudre Fx(m) = %, soit 1 — %(e*Al ™4 e m) = %7 ou encore e M ™ 4 ¢72M™ =1 On pose Z = e ™. On doit

résoudre Z> + Z = 1, qui admet 2 solutions: Z = (=1 —+/5)/2 et Z = (=1 + +/5)/2. Comme Z > 0 (exponentielle), la seule

solution est e™* ™ = (/5 — 1)/2, soit m = %

Soit I'événement A =7X > 1/X;”. On cherche IP("P” | A). MaisIP("P” | A) = ]P(”II;;AT 4) — B ;PI,D(’X)]P(”P”). OrlP”P”) =1/2

et P(A)=1-Fx(1/\) = %(671 + 672). Enfin, P(A | "P”) =1 — Fx,(1/A\1) = e~'. On en déduit que:

1 e ! e !
PP | A) == = .
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Exercice 2 (Sur 12 points)

Soit n € N* et X une variable aléatoire définie sur (€2, 4,IP) a valeurs dans { —n,—(n—1),...,0,....(n— 1),n}

telle que pour k € {1,...,n}, P(X =k) =IP(X = —k) =

1.

Proof.

. On suppose désormais n quelconque. Démontrer que IP(X = 0) =

1

47-

Pour cette question uniquement on suppose n = 1. Déterminer IP(X = 0) (0.5pts). Représenter la fonction
de répartition de X (1.5pts). Calculer IE[X] (0.5pts) et var(X) (0.5pts).

1

5 (1+ 2) (2pts).

. Calculer E[X] (1.5pts).

. Démontrer que E[|X|"] < oo (1pt) puis que E[|X|"] > 2(n/4)" (1.5pts). Quelle est la limite de IE[|X|"]

quand n — 400 (0.5pts)?

. Soit A I’événement "X > 1”7. Déterminer IP(X = 1| A) (1.5pts). Les événements "X = 1”7 et A sont-ils

indépendants (0.5pts)? Déterminer également IP(A | X = 1) (0.5pts).

1. OnalP(X =0)=1—-IP(X =1) — IP(X = —1) car la somme des probas vaut 1, dou P(X =0)=1-1/4—-1/4=1/2.
Pour z < —1, Fx(z) =0, pour —1 <z <0, Fx(xz) =1/4, pour 0 <z < 1, Fx(xz) =3/4 et pour z > 1, Fx(z) = 1.

OnaE[X] =1 (=1)+ 3 (0)+ 1 (1) =0.

var(X):i*(1)2+1*(0)2+1*(1)2:l.

2 4

. OnalP(X=0)=1-2>, PX=k=1-2>,_,4"% Mais > ;_ 47" est la somme des termes d’une suite géométrique
de raison 1/4, d’ott Y, _, 47% = i 11 41/2 = %(1 - 4_”). D’on
1 _ 1 2 _
P(X=0)=1-2-(1-4") =424
( 0) 3( ) 3 + 3
OnaEX]=0+«P(X=0)+>,  kP(X=k)+> , (-k)P(X =—-k)=0+>,_ kP E)y+> (k) P(X =k)=0

puisque IP(X = —k) = IP(X = k).
OnaE[X["]=0"+P(X =0)+> ,  k"IP(X =k)+ > ,_, | —k"IP(X = —k) =23 k™47% Mais k* < n" pour tout
1<k <mn,donc BIX["]<n"23 " 47" <n" < o0.

Par ailleurs, 2 ZZ:1 k"47%F > 2n"47™™ = 2(n/4)™ en prenant juste le terme pour k = n, les autres termes étant positifs. Or
(n/4)" — + o0, donc E[|X|"] — + oco.
n—o0 n—roo

OnalP(X =1|A)=P(X =1 n A)/IP(A) = P(X =1)/IP(A). Mais P(X =1) =1/det P(A) =Y, _ 4" =3(1-47").
Donc P(X =1|A)=3

OnalP(X=1)=1/4#1P(X =1 | A) donc les 2 événements sont indépendants.
Par ailleurs IP(A | X =1) = 1 car si X = 1 alors nécessairement X > 1.
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