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Exercice 1 (Sur 10 points)

On note X une variable aléatoire définie sur un espace de probabilités (€2, A,IP) qui suit une loi
de Bernoulli de parameétre 1/2. On note également X; une variable aléatoire définie également sur
(Q, A, IP), qui ne prend que les valeurs 0 et 1 et telle que:

P(Xi=1|Xo=1)=p et P(X;=0|X9=0)=gq,
ou p et ¢ sont deux réels fixés dans |0, 1].
1. Déterminer par le calcul IE[Xy] puis IE[X}] pour & € N* (1pt).
Déterminer en justifiant IP(X; =0 | Xo =1) et IP(X; =1 | Xo =0) (1pt).
Démontrer que X; suit une loi de Bernoulli de parametre 3 (p + 1 — ¢) (1pt).

A quelles conditions sur p et ¢ les variables X et X; sont-elles indépendantes? (1.5pts).
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Plus généralement, on considere la suite de variables aléatoires (X,)nen définies sur (2, A4, 1P), a
valeurs dans {0, 1} et telles que pour tout n € N:

P(Xp1=1|Xn=1)=p et P(X,11=0]|X,=0)=¢

Si on note p, le parametre de la loi de Bernoulli suivie par X,,, montrer que pour tout n € N*,
Prnt1 =Pn(p+q—1) 4+ (1 —q) pour n € N* (1pt). Montrer par récurrence que

q—p l—¢q
22—-p—q) 2-p—q

En déduire que (X,) converge en loi vers une loi que l'on précisera (1.5pts).

Dn = (p+q—-1)"+ pour tout n € N (3pts).

Exercice 2 (Sur 4 points)

En 2010, le magazine Causette avait mené une enquéte sur les liens entre les orientations politiques
des femmes politiques et leur couleur de cheveux. En arrondissant les chiffres et en schématisant, on
obtenait que 50% des politiciennes de droite (D) et d’extréme droite (ED) étaient blondes quand seules
15% des politiciennes de gauche (G) I'étaient. Et a 1’époque, la droite et la gauche représentaient cha-
cune 40% des politiciennes, 'extréme droite 20%. Une politicienne inconnue arrivait en 2010 vers vous,
elle n’était pas blonde. Quelle est la probabilité qu’elle était de gauche?

Exercice 3 (Sur 14 points)

On s’intéresse au niveau de crue maximum (en metres) atteint par une riviere chaque année. On
modélise ce niveau par une variable aléatoire X de fonction de répartition

FX(x):{ (1)—(14—:1:)_0‘ si0<z

oll @ > 2 est un parametre inconnu.

sinon.



1. Montrer que X est variable aléatoire continue et déterminer sa densité de probabilité fx (1.5pts).

(o —1)*(ar = 2)

1
2. Démontrer que E[X] = 1 puis que var(X) = (2.5pts).
a p—
3. Afin de construire une digue de taille suffisante, on cherche & connaitre le niveau N > 0 tel qu’il
n’y ait exactement qu’une chance sur 100 d’avoir une crue supérieure a N. Comment appelle-t-on
N pour la distribution de X « (0.5pts)? Déterminer N en fonction de o (1pt).

4. Par la suite on veut déterminer un intervalle de confiance sur a pour en déduire un intervalle de
confiance sur N. On a un historique des 400 dernieres années de crue. Pour en tenir compte, on

considere 400 variables aléatoires X;, ¢« = 1,...,400 indépendantes et identiquement distribuées
suivant la loi de densité fx. On note X la moyenne empirique des X;, ¢ =1,...,400. Démontrer
que

100
IP(X > 71) <0.01 (2.5pts).
a p—

x
En déduire que IP(N > 100100+X — 1) > 0.99 (1pt). Qu'en déduire (0.5pts)?

400
1

400
i=1
En notant ¢ un quantile (on précisera lequel?) de la loi N(0,1), en déduire un intervalle de

confiance de (o — 1)~ de niveau 99% en fonction de X et de 02 (0.5pts), puis un intervalle de
confiance de N de niveau 99% (1pt).

5. On note o2 = (Xi — 7)2. Donner la loi approximative de X en fonction de o2 (0.5pts).

6. On note par classes les différentes valeurs observées:

Hauteur maximale de crue en metres | Effectifs
[0, 1] 356
1, 2] 20
2, 3] 16
(3, 4] 4
[4, 5] 4

Tracer le polygone des fréquences cumulées de ces données (0.5pts). En déduire une premiere
approximation de N (1pt). Déterminer une approximation de la moyenne empirique (0.5pts) et
en déduire une seconde approximation de N (0.5pts).



