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Examen de 1h30. Tout document ou calculatrice est interdit.

Soit une fonction f : [0,1] — R connue, de classe C* sur [0,1] et telle que f(0) # f(1). On dispose d’une variable
Y =Yy, ,Y,) observée pour n individus, émanant du modéle:
Y: 290+91f(%) +e pouri=1,...,n,

ou 0 = *(fy, 01) est un vecteur de parameétres inconnus et € = (e, - -+ , &, ) est un vecteur gaussien composé de n v.a.i.i.d.

centrées de variance o2 inconnue. On note || - || la norme euclidienne classique de R™.

1. Montrer que ‘f Z f(i)— f(t)dt‘ < — sup |f'(z)| pourtout n € N (2.5 pts). En déduire lim,,_,oo £ 7" | f(£)
ne— n 0 2n geo,1) " "

(0.5 pts).

2. On effectue la régression linéaire par moindres carrés de Y. Donner une expression matricielle de 8 = (6, 61) (1

pt) en justifiant son existence pour n suffisamment grand (2 pts), puis I'expression exacte de Bo et de 6, (1 pt).
Montrer le théoréme de la limite centrale

n@-0) = (o, i Jy fP)de ) f)da ) N
(-0 22 (0 o f2(x)dz — (f) f(x)dx)z( — [y fz)dx 1 ) (2 pts)

3. Rappeler I'expression exacte (non matricielle) d’un estimateur 52 non biais¢ de o2 (1 pt) dont on précisera la loi
(0.5 pts).

4. Donner Pexpression exacte (non matricielle) de la statistique T de Student permettant de tester Hg : 6 = 0

contre Hy : 61 # 0 (1 pt). Lorsque n — oo déterminer en fonction de 51, 52, n et f lexpression de la p-value de
ce test (1 pt).

5. On note ici F = *(f(1/n),..., f(1)), 1 = /(1,...,1), [1] le sous-espace vectoriel de R™ engendré par la droite
vectorielle 1 et P4 la matrice de la projection orthogonale sur un sous-espace vectoriel A de R". Enfin, pour
U="*%Ui,...,U,) eR", onnote Up = (U1 + -+ Uy,) et U=U, 1.

1 — 6? — 20 1
(a) Montrer que EHY — Y||2 = ﬁHF ~F|*+ TItFP[l]LE + ﬁHP[l]LE”? (1.5 pts).

(b) Montrer que ~||F — F|2 —> /1 F2(t)dt — (/1 f(t)dt)? (1.5 pts)
n n—oo 0 0 e ’

1 P
(c) Montrer que EHP[]_]LE‘F e o? (1 pt).

2 2
(d) Déterminer les espérance (1 pt) et variance (2 pts) de ﬁtF Pjjre. En déduire que ﬁtF Ppjee n_%oo 0 (1
pt).
P a2

(e) Déduire de tout ce qui préceéde que le coefficient R? verifie B2 51— T T 5
notee oz 403 ( [y f2(0)dt = (fy (1))

(1.5 pts). Quelle est sa limite lorsque 02 — oo (0.5 pts)?

6. Déduire de ce qui précede que si 67 # 0, alors IP(EIE’(mO) < B/IE‘(ml)) — 0, ou my est le modéle sans F et
n—oo

my le modele avec F' (3 pts). Qu’en déduire quant & la probabilité de choisir un faux modéle avec le critére BIC
(0.5 pts)?



