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Examen de 1h30. Tout document ou calculatrice est interdit.

Soit une fonction f : [0,1] — R connue, de classe C! sur [0,1] et telle que f(0) # f(1). On dispose d’une variable
Y =4V, ,Y,) observée pour n individus, émanant du modéle:

Y;:90+91f(%)+5i pouri=1,...,n,

ot @ = *(fp, 01) est un vecteur de parameétres inconnus et € = (1, -+ , ;) est un vecteur gaussien composé de n v.a.i.i.d.
centrées de variance o2 inconnue. On note || - || la norme euclidienne classique de R™.

1. Montrer que ‘f Zf / f(t dt‘ < —n sup |f'(z)| pour tout n € N (2.5 pts). En déduire lim, o0 = >0, f(£)
z€[0,1]

(0.5 pts).

2. On effectue la régression linéaire par moindres carrés de Y. Donner une expression matricielle de § = t(éo, 51) (1
pt) en justifiant son existence pour n suffisamment grand (2 pts), puis I'expression exacte de 0y et de 6; (1 pt).
Montrer le théoréme de la limite centrale

~ 2 2 _ !
\/ﬁ(g _ 9) i> N( O¢ ( fo f dm fo f(z)dz )) (2 pts).
n—o0 fo f2(x)dx — fo fo 1
3. Rappeler I'expression exacte (non matricielle) d’un estimateur 52 non biais¢ de o2 (1 pt) dont on précisera la loi

(0.5 pts).

4. Donner expression exacte (non matricielle) de la statistique T de Student permettant de tester Hg : 6 = 0
contre Hy : 61 # 0 (1 pt). Lorsque n — oo déterminer en fonction de 6, 52, n et f I'expression de la p-value de
ce test (1 pt).

5. On note ici F = *(f(1/n),..., f(1)), 1 = “(1,...,1), [1] le sous-espace vectoriel de R™ engendré par la droite
vectorielle 1 et P4 la matrice de la prOJectlon orthogonale sur un sous-espace vectoriel A de R™. Enfin, pour
U="'U,...,U,) € R",onnote Uy, = L(Uy +---+ U,) et U=0U,

1 - 6? 20
(a) Montrer que EHY — YH2 - HF Fl*+ 1fFP[1]L€ + 7HP[1]L€||2 (1.5 pts).
1 —
(b) Montrer que —||F — F|*> — f2(t)dt - (/ f(t)dt)2 (1.5 pts).
n n—oo 0 0
1 P
(c) Montrer que EHPD]J_EHQ Nl o2 (1 pt).

2 2
(d) Déterminer les espérance (1 pt) et variance (2 pts) de ='F Py e. En déduire que —'F Ppyj.e % 0 (1
n n n—-+o0o
pt).
(e) Déduire de tout ce qui préceéde que le coefficient R? verifie R 25 1-— e

notoo g2 2( [V p2(t)dt — (f) f(t)dt)”)

(1.5 pts). Quelle est sa limite lorsque 02 — oo (0.5 pts)?

6. Déduire de ce qui précede que si 6 # 0, alors IP(EIE’(mO) < B/IE’(ml)) — 0, ou my est le modéle sans F' et
n—oo

m1 le modéle avec F' (8 pts). Qu’en déduire quant & la probabilité de choisir un faux modéle avec le critére BIC
(0.5 pts)?



Proof. 1. On écrit )7 () - fo t)dt’ <> (Z 1)/n |f(i/n) — f(z)|dx et | f(i/n) — f(2)] < supgepoq |f/ (2)] X (i/n— ) pour
z € [(t—1)/n,i/n] par megahte des accroissements finis.
On a donc limy,_ o + = Sy f(n) = fol f(z)dz.

2. Onaf=(*XX)""XY, ot X est la matrice (n,2) avec des 1 sur la premiére colonne et les f(i/n) sur la deuxiéme. La matrice X
est de rang 2 dés que n est sufficamment grand car f(0) # f(1) et comme f est continue, il existe n tel que f(1/n) est suffisamment
proche de f(0) pour étre également différent de f(1). Ainsi quand f(1/n) # f(1) la seconde colonne de X n’est plus colinéaire a la
premiére.

Comme les €; sont gaussiennes, que 9 est sans biais, on a (5— 0) £ N(0, c2(*XX)~1). Aprés calcul, on montre que
1
n(*XX)"! ! (! Jo [@)de [y f(a)de ).
n—do f f2(z)dx — (fo f(z)dx)? fg (x)da: 1
On utilise alors le Lemme de Slutsky pour conclure.

3. Onac?=_1 |y - X0|2= 25 S0, (Vi — 80 — 01 f(i/n))>.

2
En utilisant Cochran, on montre que 52 £ % x2(n —2).

6,
G (Spy £2(/n) — (Siey £2/m)°) %

Lorsque n — oo, la loi limite de T est une loi normale centrée réduite. Ainsi la p — value asymptotique du test est IP(/\/(O, 1) > |1A“|)

4. La statistique de Student est: T=

5. On note d’abord que U = Py)U et U —U = Py U.

(a) OnaY =001 +01F + Pyje. Ainsi Y =Y =01(F — F) + Ppyjie, d’ot le résultat.

= 2
(b) Ona L|F —F|2 = L0, f2(i/n) — (£ S0y fi/m)* =5 [y £20de = ( [y £()de)*.
5 6 2 P 2 5 1 2_n=2s2 P 2
(c) D’aprés le résultat du cours, on a o2 WS 7 donc d’aprés Slutsky, = [|Pjuell® = #7= 52 w3 OE
(d) Comme IE(e) =0, on a E(2tF Pyjjve) =0. ] ]
De plus, var(2F Pyjie) = %IE((tFP[”J_a)Q) = LW FPy. e Py F) = % FPy F = 2% L|F — F|°. Par la
question précédente, on déduit que var( FP[l]J_ e) — 0.
n—o0
En utilisant 1'Inégalité de Bienaymeé-Tchebychev, on en déduit que 2tF P[ 1L 2 o
n n—-+oo

(e) Grace a ce qui précéde et avec le Lemme de Slutsky on a 1 ||V — Y72 % o2 + 03 ( [y FAtydt — (fy f(t)dt)2). De plus
n—-+00o

~ ~ 1
% Iy — Y2 % 02. Comme R? =1 — ?:7‘ par continuité de la division en dehors de 0, on en déduit le résultat.
n—4oo " -

Si 02 — oo, on en déduit que R2 % 0, ce qui est logique car le bruit devient de plus en plus important.
n—r oo

6. On a E]'E‘(mg) = nlog(% Y —Y]|?) 4 2logn et EI\C(ml) = nlog(% Y — ¥||2) + 3logn. On en déduit que

logn %HY—YH2 N 1)

]P(Ejb(mo) < @(ml)) = ]P<9XP( n W Z

Lv-v|? P o2 .
Comme exp(198n) — 1 ¢t =YL P, = < 1, on en déduit que
p( n ) n— oo % IY-Y]2 notoo U§+9%(,f& fz(t)dtf(fol f(t)dt)2) s q
logn, 2y -Y|?2 » o?
xp( )1 =

I =i 1
n LY SV w024 g2(J3 2di— (J2 F0dr)?)

et donc ]P(B/I\C(mo) < ETIE’(ml)) — 0.

De ceci, comme le seul modéle faux est mg, en déduit que la probabilité de choisir un modéle faux avec le BIC tend vers 0 quand
n — oo.

O



