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INTRODUCTION
Exemple.

Processus ou séries chronologiques financieres,...

Objectifs. Les objectifs de ce cours sont:
(1) décrire une série chronologique en général.
(2) modéliser une série financiére et tester les modéles proposés.
(3) comprendre et expliquer des phénoménes attenant a une telle série.
(4) prévoir le comportement futur d’une série financiére.

1. PROCESSUS ALEATOIRES: PREMIERES DEFINITIONS ET PROPRIETES

Nous allons voir en premier lieu qu’un processus differe de ce que I'on a jusqu’alors essentielle-
ment rencontré en probabilités et statistiques, c’est-a-dire des suites de v.a.i.i.d. C’est d’une part
I’hypothese d’étre identiquement distribuées sur laquelle nous allons revenir mais surtout celle
d’indépendance, en proposant des formes de dépendances que l'on pourra caractériser par les co-
variances, les probabilités conditionnelles,...

1.1. Processus aléatoire.

Définition. Soit (2, A, P) un espace de probabilité.

o On dit que X = (X, t € T') est un processus aléatoire (ou encore stochastique) sur T a
valeurs dans RF lorsque pour tout t € T, X, est une variable aléatoire sur (Q,A) a valeurs
dans R*.

o Pourw €, (X¢(w), t € T) est appelé une trajectoire du processus X.

e On dit que X = (X, t € T) est un processus aléatoire du second ordre lorsque pour tout
t € T, X; est une variable aléatoire appartenant a IL2(Q, A, P).

e On appelle fonction espérance, variance, covariance et corrélation d’un processus aléatoire

du second ordre & valeurs réelles, pour (s,t) € T2, les fonctions m(t) = EX,, o2(t) =
EX? - m2(t), v(s,t) = E (Xs — EX,)(X; — IEXy) et 7(s,t) = y(s,t)/(0(s)o(t)).

Exemple.

Fonction réelle; Suite de variables indépendantes; Marche aléatoire; Chaine de Markov; Mouve-
ment brownien.

Définition. Une série chronologique (temporelle) est un processus aléatoire réel indicé par Z ou
IN (on dit encore processus a temps discret; quand ce n’est pas le cas, notamment lorsque T = IR,
on parle de processus a temps continu,).

Définition. On appelle processus aléatoire (ou une série chronologique) X = (X4, t € T') gaussien,

un processus aléatoire tel que Yk € IN*, Y(ty, -+ ,t,) € T", (X4, -+ , Xy, ) est un vecteur gaussien.
Remarque.
Rappelons que (Xy,,---,X},) est un vecteur gaussien si et seulement si V(up,---,u,) € R",
u1 X1 + - - - + up X, est une variable gaussienne.
Propriété. e Si X etY sont des vecteurs gaussiens, alors (Indépendance de X et Y <
cov(X,Y)=0).

e Un processus gaussien est entiérement défini par ses fonctions espérance m(t) = IE X (t)
et covariance y(s,t) = IE X;Xy. Réciproquement, la connaissance d’une fonction ~y(s,t)
définie positive et d’une fonction m(t), définit un unique processus gaussien.

Définition. e Un bruit blanc (fort) est une suite de variables aléatoires identiquement dis-
tribuées indépendantes (v.a.i.i.d.) centrées.
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o Un bruit blanc faible est une suite de variables aléatoires identiquement distribuées centrées
non corrélées.
o Un bruit blanc gaussien est une suite de v.a.i.i.d. gaussiennes centrées.

Remarque.

La terminologie de bruit blanc est surtout employée par les spécialistes de traitements du signal.
Ceux-ci évoquent aussi parfois des bruits roses pour certaines formes de dépendances entre les
données...

1.2. Stationnarité.

Définition. On dit qu’un processus aléatoire X = (X, t € T) est (strictement) stationnaire
lorsque X est invariant en distribution par toute translation du temps, c’est-a-dire que Vn € IN*,
V(tr, - tn) €T, VeeT, (X, ,Xy,) & la méme distribution que (X 4e, - 5 Xtp4c)-

Remarque.

Une caractérisation de 1’égalité en loi est celle obtenue par la fonction caractéristique. On
montrera ainsi que pour tout (uq,--- ,u,) € R",

i S wi X
¢(th7__.7th)(U1’ C. 7un) =1E (6227*1 Uj t]) — ¢(Xt1+C7“'7th+C)(u17 c. 7un)-

On pourra ainsi utiliser le fait que la fonction caractéristique de la somme de 2 v.a. indépendantes
vaut le produit des fonctions caractéristiques...

Exemple.
Suite de v.a.i.i.d., chaine de Markov homogene.

Propriété. Conséquences de la stationnarité sur les fonctions espérance, variance, covariance d’un
processus a temps discret X :

o L’espérance m(t) = IE (X;) est constante.
e La variance o(t) = var(X;) est constante.
e La covariance y(s,t) = cov(Xs, X;) est une fonction ne dépendant que de |t — s|.

Définition. Soit un processus a temps discret X = (X3, t € T'). On dit que X est:

o Un processus stationnaire d’ordre 2 lorsque: 1/ son espérance m(t) est constante, 2/ sa
covariance cov(Xs, Xt) est une fonction de |t — s|.

e Un processus a accroissements stationnaires lorsque le processus Y = {Y;, t € T'} telle que
Y = Xey1 — Xt pourt € T, est stationnaire.

Propriété. e (Stationnarité stricte = Stationnarité d’ordre 2), mais la réciproque est fausse.
e 5i X est un processus gaussien, alors (Stationnarité stricte <= Stationnarité d’ordre 2).

Remarque.

On pourrait penser qu’il est plus difficile d’étre stationnaire strict que stationnaire d’ordre 2.
Cependant la stationnarité d’ordre 2 requiert d’avoir des moments d’ordre 2 ce qui n’est pas de-
mandé par la stationnarité stricte. On peut ainsi montrer que pour un ARCH(p) (on verra plus
loin la définition d’un tel processus), les conditions de stationnarité d’ordre 2 sont plus fortes que
celles de stationnarité stricte.

1.3. Cas particulier des processus stationnaires. Dans toute la suite, on suppose que X =
(X )rez est un processus a temps discret stationnaire (donc un processus sans tendance additive
ou multiplicative non constantes). Ceci induit en particulier que les X, sont des variables iden-
tiquement distribuées. On considérera également que les processus sont centrés, ce qui s’adapte
par simple translation au cas non centré.

Définition. Soit X = (Xi)kem un processus du second ordre a temps discret centré stationnaire,
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e on appelle r(k) = E Xo Xy = EX; X, pour k € Z et i € Z, la covariance de X. Ainsi,
r(0) est la variance de la série.
o on appelle p(k) = r(k)/r(0) la corrélation de X. On a —1 < p(k) <1 pour k € Z.

Définition. Soit X = (Xi)kem un processus du second ordre a temps discret centré stationnaire.

S’il existe une fonction f: [—m,w[— C telle que Vk € 7, r(k) = / e F(N)dN, alors on dit que
X admet une densité spectrale f. -

Exemple.

Montrer que la densité spectrale d’un bruit blanc faible stationnaire a variance finie existe et la
calculer.

Propriété. Soit X = (Xy)kem un processus du second ordre a temps discret centré stationnaire.

1 )

Si la densité spectrale f existe sur [—m,w[ alors f est paire et f(\) = o Z r(k)e”** pour tout
T keZ

A€ [—m, 7.

Propriété. Soit X = (Xi)rem un processus du second ordre a temps discret centré stationnaire.
(1) (Les covariances r(k) vérifient " |r(k)|? < co) <= (f emiste et est de carré intégrable sur

[—m, 7).

(2) (Les covariances r(k) sont telles que Y |r(k)| < co) = (f existe et f continue sur [—m, [).
Exemple.

Soit (ex) ke une suite de v.a.i.i.d. a variance finie et soit X = ey —er_1 pour k € Z. Déterminer
la densité spectrale de (X )kez.

Définition. Soit X = (Xp,k € ZL) un processus a temps discret. On appelle filtre linéaire
une famille de réels a = (a;)ner, ot I C 7, et la série filtrée est Y = (Yy, k € Z) telle que
Yk = Z (473 Xk—i-

el
Exemple.

Filtres des accroissements, moyenne empirique sur des fenétres mobiles,...

Proposition. Avec les notations de la définition précédente,

(1) Si I est fini, alors Y dans ILP lorsque X existe dans ILP (avec p > 0). De plus si X est
stationnaire strict (respectivement du second ordre) alors Y est stationnaire strict (respec-
tivement du second ordre).

(2) SiI est infini, alors la condition Z la;| < 400 et sup;cz [E | X{| < oo garantit que Y eziste

iel
p.s. De plus si X est stationnaire strict alors Y est stationnaire strict. Sous cette condition,
st X est gaussien alors Y est gaussien, si X est centré alors 'Y est centré.

(3) SiI estinfini, alors la condition Z lai| < +oo et sup,ey IE | X2 < oo garantit que Y emiste

i€l
dans E*. De plus si X est stationnaire strict (respectivement du second ordre) alors Y est
stationnaire strict (respectivement du second ordre).

(4) Si I est infini et X est un bruit blanc fort (respectivement faible) et Z |a;|* < 400 alors

icl
Y existe p.s. et dans L*, est appelé un processus linéaire et Y est stationnaire strict (re-
spectivement du second ordre).

P7’00f . (1) L’existence ne pose pas de probléme. Pour la stationarité, en supposant I = —m, - -- ,m, comme X est sta-

tionnaire, on sait que pour tout n € IN*, pour tout ¢, - - - , t, dans Z, alors pour tout ¢ € Z, (thfm, Xiy—m+1, s Xtgtms Xtg—m, "

aXt

n-



6 Ecole CIMPA Togo 2018

a méme loi que (Xt17m+c, Xty —mtide, 5 Xty +mtes Xtg—mae, " * ,th+m+c). Maintenant, en considérant la fonc-
: . 2m+1)k k _ m m
tion g : RE™TDF  RF telle que g( Xty —m, Xey—m+1, - 5 Xty tm, Xtg—m, -+, Xtptm) = ( e @i Xt —iy 722‘:7,% s th*i)7
g étant continue donc mesurable, on montre bien que g(Xt, —m, Xt;—m+1, "+ Xt14+m, Xtg—m,** » Xtn+m) & la méme
loi que g( Xty —m+es Xty —mtite s Xty tmtes Xtg—mte, "+ » Xty +mte) done (Yo, -+, Ve, ) alamémeloi que (Yiy e, -+, Yi,4c):

(Y:) est bien stationnaire.

Si X est stationnaire d’ordre 2, il est facile voir que IE Y; est constante. On a cov (Y5, Y:) = Ziel Zi,el a;aycov (Xe—i, Xs_yv) =
Yicr 2oper @ity (t —s —i41') en notant (k) = cov (Xo, Xi). Donc cov (Y, Y;) est bien une fonction de t —s. De

plus, on peut intervertir 7 et i’ et du fait de la parité de v on voit bien que cov (Y5, Y;) est une fonction de |t — s].

(2) OnaE Y| < (Y, lal [Xiil) < (X,e lail) sup;¢z IE | X;| d’apres le Théoreme de Lebesgue, donc IE |Y:| <

oo: (Y:) est bien finie avec une probabilité 1.

Pour la stationarité stricte, on procéde comme précédemment en considérant des restrictions (Yt(m))t qui sont bien

stationnaires. Du fait de 'existence d’une limite, on a (Yt(lm), e ,Yt(nm)) qui tend dans L* vers (Yy,,- -, Y, ) lorsque
m tend vers l'infini, donc on a également convergence en loi. Aussi comme (Yt(lm)7 e ,Yt(nm)) a la méme loi que
(YtTj_)c, e ,Yt(:jr)c), cette égalité a également lieu & la limite: (Y;) est bien stationnaire.

(3) Ona B (Y=Y, ™) = B ()10 3o @i 0 B (XeiXe—ir) < (15, las])* sup; ez IB|X?| d’aprés le Théoreme
de Lebesgue, donc E (Y; — ¥;™)? = 0 (m — o) car > ierlai] < oo: (Vi) existe dans L.

La stationarité stricte s’obtient comme dans le cas précédent et la stationarité d’ordre 2 utilise le point (1): on a
(Y;(m>)t qui est stationnaire d’ordre 2 et comme on a convergence dans L2 donc en loi, on a bien convergence de
Pespérance et de la covariance des (Yt(m>): (Y:) est bien aussi stationnaire d’ordre 2.

(4) Dans le cas d’un processus linéaire, on peut donc obtenir l'existence et la stationarité sous la condition ), ; a? <

o0 qui est plus faible que la condition ), ; |ai| < co. En effet, on a IE Y-V ™)? = (X iom it om @i @i B(Xemi Xy yr) =
2lism a? IE(XZ) — 0 (m — oo) dés que (X¢) est un bruit blanc. La preuve de la stationarité est immédiate (voir (3)),

et pour la stationarité d’ordre 2, on a clairement cov (Y5, Y:) = IEXS Ziel a;ait+s—t qui est une fonction dépendant

de |t — s| et qui existe (d’aprés Cauchy-Schwarz). O
Propriété. Avec les notations de la définition précédente, la composée de 2 filtres linéaires est un

filtre linéaire.

Grace a la notion de stationarité il est possible d’obtenir un résultat théorique trés puissant, qui
n’a cependant que peu d’intérét en pratique:

Théoréme (Décomposition de Cramer-Wald). Soit X = (Xi)iez un processus a temps discret
stationnaire d’ordre 2 tel que ffﬂ log(f(A\))dA > —oo. Alors il existe un unique bruit blanc faible
(et)tez (donc cov(er,e5) = 0 pour t # s mais les e; ne sont pas forcément indépendantes) et une
famille de réels (a;)ien telle que ag >0 et 3o lan|? < oo, vérifiant dans £?

o0
(1) X, =IEXy+ Zai gi—i pour tout t € Z.
i=0
Ceci permet d’avoir une forme un peu générale d’un processus stationnaire. Cependant nous
verrons que l'on peut surtout traiter le cas des processus linéaires (quand le bruit blanc est fort,
donc avec 'hypothese d’indépendance en plus); dans le cas général, la décomposition de Cramer-
Wald n’apporte pas beaucoup de renseignements (voir le cas des processus GARCH).

1.4. Tendance et composante saisonniere. Les séries de données réelles que 1’on peut rencon-
trer ne sont que tres rarement des séries que ’on peut modéliser par un processus a temps discret
stationnaire. En effet, trés souvent leurs moyennes varient dans le temps, parfois de manieére suff-
isamment réguliere pour étre facilement modélisées (typiquement une tendance linéaire), parfois
non... Voici pour commencer le type principal de “tendances” dites tendances additives:

Définition. Tout processus a temps discret X = (Xi)ier avec T C Z peut s’écrire sous la forme
Xe=a(t)+ S(t) + e, pourteT,
ot t — a(t) et t — S(t) sont deuz fonctions déterministes telles que IE Xy = a(t) + S(t), avec

"
(1) sit — S(t) est une fonction périodique non nulle de période r > 0 telle que ZS(Z) =0,
i=1
alors S est la composante saisonniére, saisonnalité de X,
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(2) sit a(t) est non nulle, a est la tendance de X,
(3) sie = (er)ter est non nulle, € est une série chronologique centrée appelée souvent le bruit

de X.
Exemple.
Tendances polynomiales, saisonnalité annuelle,..
Remarque.

Attention, il n’y a pas unicité de la décomposition précédente. Il y a en revanche unicité du bruit
de X puisque u; = X; — IE X; pour tout .

Définition. Pour X = (X;); un processus aléatoire ayant pour tendance a et pour saisonnalité S.
On appelle:

o Série détendancialisée la série (Xi — a(t)):. Si la fonction a(-) n’est pas connue explicite-
ment, ce qui est le plus souvent le cas, (X; —a(t)):, ot a(t) est un estimateur de a(t) sera
la série détendancialisée (méme dénomination).

o Série désaisonnalisé (ou série corrigée des variations saisonniéres) la série (Xi—S(t)):. St

la fonction S(-) n’est pas connue explicitement, ce qui est le plus souvent le cas, (X¢—S(t))t,
ot S(t) est un estimateur de S(t) sera la série désaisonnalisée (méme dénomination).

Il est aussi possible que le processus ait une variance qui varie de maniere déterministe en fonction
du temps. En ce cas on évoquera une tendance multiplicative:

Définition. On dira que X posséde une tendance multiplicative si Xy —m(t) = o(t) u(t) pour tout
t €T, ouu= (ut)ier est une suite de variables aléatoires centrées de variance constante et o(-)
est une fonction positive.

Estimation de la tendance et de la saisonnalité. Cette partie est souvent omise ou vite traitée dans
les livres consacrés aux processus ou aux séries chronologiques. Pourtant I’estimation de la tendance
et de la saisonnalité est essentielle dans la plupart des travaux concrets portant sur les séries
chronologiques, en particulier parce qu’elle apporte une information souvent bien plus importante
que la partie bruit en vue de prédictions. Les techniques utilisées peuvent étre semi-paramétriques
(typiquement régression linéaire) ou non-paramétriques (régressions locales, régressions par splines,
lissages exponentiels, convolution par un noyau, décomposition dans une base d’ondelettes,...).
Cependant, les séries financiéres de type log-ratio sur lesquelles nous allons essentiellement travailler
n’ont ni tendance ni saisonnalité.

2. LES PROCESSUS ARMA, GARCH ET LONGUE MEMOIRE

2.1. Processus ARMA.

Définition. Pour (Xy)rez un processus a temps discret, on appelle:

e opérateur retard B application linéaire qui a X associe Y = (Yn)nemw = B - X tel que
Y, = Xy—1 pour n € Z (par abus de notation B - X, = X,,—1).
puissance B la k-iéme composée de B par elle méme qui est donc telle B . X, =X, .
avec le polynome P(B) = 3°%_;a;B7 ot (a;)o<p € RPL, P(B)- X = ( r 00 Xn—j)nez-
B~ vérifiant B~ - X,, = 1 est tel que B 'B = BB~ ! =1, d’ou lextension o B* pour

[ ]
keZ.
o0 o0 ) o0
® si Z la;| < 0o, alors f(B) = Z a; B" transforme X en'Y tel que Y, = Z a; Xn_i.
1=—00 1=—00 i=—o0

Du fait de la structure linéaire des applications B, P(B) ou f(B), on a les propriétés suivantes:

Propriété. o Additivité des fonctions de B: f(B) - (AX + AX') = A\f(B)- X + N f(B)- X".
o Commutativité du produit de fonctions de B: fi1(B)f2(B) = fa( B) f1(B).
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Proposition. Soit X = (Xp)nem et Y = (Yo)nemw = (1 — AB) X avec X et Y deux processus
stationnaires. Alors, si

o0
o si|\ <1 Xp,=(1-AB)" Y, =) NV,
=0
e .
o si|\>1 X,=-A"B1-ATBH T Y= ) AN Vs
i=1
e si |\ =1, 1— AB n’est pas inversible.
Conséquence.

(1) Si on suppose que P(B) est un polynéme dont les racines ne sont pas situées sur le cercle
trigonométrique (donc les racines sont telles que |z| # 1), alors il existe une unique série de

o0 o
la forme (P(B))™! = Z a; B" avec Z la;| < oo.
1=—00 1=—00

(2) Si les racines de P sont hors du disque unité (donc les racines sont telles que |z| > 1) alors

o (@)

alors il existe une unique série de la forme (P(B))~! = Z a; B avec Z la;| < oo. On dira
=0 i=0

alors que la relation entre les deux processus est causale.

Définition. Soit P et QQ deuz polynomes de degrés respectifs p et q tels que P et () soient premiers
entre eux dans C[X]. On suppose que les racines de P ne sont pas sur le cercle unité. Soit également
€ = (en)nez un bruit blanc (fort).

e Un processus X = (Xp)nez tel que P(B) - X = e est appelé un processus AR(p). Ceci
revient a écrire qu’il existe (by,--- ,by) € IRP tel que:

Xn+01 Xp1+ - +0,X5—p = &, pour tout n € Z.

e Un processus X = (Xyp)nez tel que X = Q(B) - ¢ est appelé un processus MA(q). Ceci
revient a écrire qu’il existe (c1,--- ,¢q) € IR? tel que:

Xn =¢en+ciep1+ -+ C4€n—q pour tout n € Z.

o Un processus X = (Xp)nez tel que P(B)-X = Q(B)-¢ est appelé un processus ARMA (p,q).
Ceci revient a écrire qu’il existe (by,--- ,bp) € RP et (c1, - ,¢cq) € RY tels que:

Xn+01 X 1+ + 0 Xy p =ep +C1en—1+ -+ cyEn_q pour tout n € Z.
Exemple.
Exemples d’AR(1), de MA(1), ’ARMA(1,1).
Voici un exemple (& gauche) d’une trajectoire du processus ARMA(1, 1) avec by = 0.6 et ¢; = —0.5,

a comparer avec une trajectoire (a droite) de variables gaussiennes indépendantes et identiquement
distribuées:
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Propriété. Si les racines de P sont a extérieur (strictement) du disque trigonométrique, alors
un processus ARMA est stationnaire et causal. St les racines de P sont a lintérieur (strictement)
du disque trigonométrique, le processus ARMA est stationnaire mais non causal.

Exemple.
Exemples d’ARMA stationnaires et non-stationnaires.

Propriété. Lorsque les racines de P sont a l'extérieur du disque trigonométrique, on peut établir
des relations de récurrence permettant de calculer la fonction covariance d’un processus ARMA (p,q)
tel que

P(B) : Xn = Xn+p + len+p—1 +---+ prn = Q(B) *En,
et on obtient
r(n+p)+bir(n+p—1)+---+byr(n) =0 pour tout n > p — q.

Corollaire. En particulier, on obtient les équations de Yule-Walker, vérifiant le systéme:

7(q) rig—1) - r(@—-p+1) by r(g+1)
r(g+1) 7(q) o r(g—p+2) by _ r(q+2)
rg+p—1) rlg+p—2) - () by rg+p)

Conséquence.

e La covariance d’un processus ARMA décroit asymptotiquement exponentiellement vite.

e S’il existe un estimateur convergent de la covariance (ou de la corrélation), I'inversion des
équations de Yule-Walker permet d’obtenir des estimateurs des parametres a; quand une
trajectoire (X1, -+, Xx) est connue.

oo
Propriété. Soit (e,)nez un bruit blanc et soit (a;);cz une famille de réels tels que Z la;| < oo.

1=—00

o0
Alors le processus a temps discret X = (Xy)nezm tel que X,, = Z AiEn_; pour n € 2 est station-
1=—00
naire et appelée processus linéaire (ou processus a moyennes mobiles infinies). Sia; =0 pouri < 0
alors on dira que X est un processus linéaire causal.

o0
Propriété. Soit le processus a temps discret X = (Xy)nezm tel que X,, = Z Qi€n—; pourn € 2,

1=—00

o
avec (en)nez un bruit blanc de variance o? et Z la;| < oo. Alors X admet une densité spectrale

1=—00

f telle que

2 & 2
fA) = g—’ g aje_”)" , pour X € [—m, 7.
T
j=—00

Proof. Le processus X a pour autocovariance 7(n) = I (XoX,) = 3200 "% a0, (e_ien—j) = 02 D @j—nly

i=—00 Jj=—00

car (g;) est un bruit blanc. Donc f(A\) = L D e 0 2 oo aj_naje” ™. 1l suffit alors de poser k = j —n et ainsi on

2m
2 vy 2 ) iy 2 a2
obtient que f()\) = 37 Z:c’:_oo Z;}i—oo akajef’b(ﬂfk)k = 37 ZEO:_OO akezk/\ Z;x;_oo ajef’u)\ _ 37 Zzo:_oo akefzk)\ )
O

oo
Propriété. Soit le processus a temps discret Y = (Yy)nem tel que Y, = Z a; Xpn_; pour n €
1=—00
Z, avec X = (Xp)nem un processus a temps discret stationnaire de densité spectrale fx et
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o0
Z la;| < oco. AlorsY est un processus a temps discret stationnaire de densité:

1=—00

fr(\) = fX(/\)‘ Z aje*ijA’z, pour \ € [—m,m|.

j=—00

Proof. Si on note rx I’autocovariance de X et ry celle de Y, on a ry(n) = IE (YoY,) = D e o Db 00 @jAKTX (N —

k+3j). Donc fy () = 5= >0 D e e Db oo GjakTx (N — K +§)e”™*. Les séries pouvant étre interverties gréce

au Théoreme de Fubini, on a donc encore fy(\) = 5= D e o k00 D oo ajagprx (m)e {MTE=DX en posant
- . 2
m=mn—k+jetainsi fy(A) =33 SR aje”are” ™ fx(N), soit fr(A) = fxw\ S a0

Propriété. Lorsque les racines de P sont a l'extérieur du disque trigonométrique, un processus
ARMA (p,q) (tel que P(B)(X) = Q(B)(e) avec (g,) un bruit blanc de variance 0?) a pour densité
spectrale:

, pour \ € [—m,7[.

Proof. Soit le processus Z = P(B)(X). Alors d’aprés ce qui précede Z est stationnaire et fz()\) = fx()\)|P(e“‘)|2.
Mais on a également Z = Q(B)(e). D’ou fz(\) = f ()\)|Q(6i>\)|2 = §|Q(6i>\)|2. En égalisant les 2 valeurs de fz(A)
on trouve fx(A). O

2.2. Les processus GARCH. Les processus ARCH(p) ont été introduits par Engle (1982) et
généralisés en GARCH(p, ¢) par Bollersev (1986) dans le cadre de données financiéres ou la “volatilité”
(la variance) dépend conditionnellement du passé.

Définition. Soit (ex)rez un bruit blanc. Alors on dit que (Xy)kez est un processus GARCH(p, q),

ot p,q € IN sl existe (ag, a1, - ,ap, b1, ,by) une famille de constantes réelles positives telles
que
p q
(2) Xy =oper et op=ag+ Z an,z_j + Z biok_; pour tout k € Z.
j=1 i=1

On peut se demander s’il est possible de trouver des processus stationnaires qui peuvent vérifier
une telle équation de récurrence. Nous commencons par étudier le cas des processus GARCH(1,1)
pour lesquels un

Propriété. Un processus GARCH(1,1) vérifiant I’équation (2) est stationnaire si et seulement si
IE [log(aind + b1)] < 0.

Proof. O

Nous contenterons ici de donner une réponse de la cas de la stationnarité d’ordre 2:

Propriété. Un processus ARCH(p) vérifiant l’équation (2) est stationnaire d’ordre 2 si et seule-
ment si 1B [e3] S°0_ ar < 1.

Ce résultat est trés récent et nous n’en donnerons pas la preuve (en particulier la condition
nécessaire n’a été montrée qu’en 2000...). Voici un exemple d’une trajectoire du processus ARCH(2)
avec ag = 1, a3 = 0.3 et ag = 0.5:
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Propriété. Soit X = (Xy)kez un processus ARCH(p) stationnaire d’ordre 2. Alors Xy, n’est pas
indépendant de Xy, mais r(k) = cov(Xo, Xi) = 0 pour tout k # 0. De plus la densité spectrale f
de X est la méme que celle d’un bruit blanc: f(\) = C pour tout A € [—m,w[, ou C > 0.

On s’apercoit donc qu’un processus ARCH(p) ne pourra pas étre identifié & partir de sa densité
spectrale. Une conséquence de ceci est également qu'un ARCH(p) ne peut pas étre gaussien (car
sinon ce serait un bruit blanc, ce qu’il n’est pas). On peut cependant montrer qu’en considérant
(X?)k au lieu de (Xj)x on se ramene & un processus ARMA:

Propriété. Soit X = (Xg)rez un processus ARCH(p) stationnaire d’ordre 2. Alors Y = (X?)kez
est un processus ARMA (p).

Proof. On considere v; = X}? — o7, bruit blanc faible, et on montre que X? = v; + (ag+ Y, a; X7 ;) +
Sobi(XE ; —wvi—j), dout (X7) ARMA faible. O

Corollaire. On en déduit quun GARCH ne peut pas étre gaussien.
2.3. Processus longue mémoire.
Definition (0). Let X = (Xi)rez be a second order stationary process

X is a Long Memory Process < Z |r(k)| = o0
kEZ

Exemple: X = (Xj)rez with Xy = X for all k € Z.

Consequences: If X LM process:

e The spectral density of X, if it exists, is not continuous;
e This definition is not really satisfying

Definition (1). X = (Xy)rez is a LM stationary second order process

r(k) = [k|"PL(|k]), for k #0, with
e D €]0,1[ LM parameter
o L slowly varying function in oo, i.e.: Vt > 0,lim,_, % =1

Counter-example: X = (Xj)rez with Xy = X for all k£ € Z is not LM.

Definition (2). X = (Xj)kez is a LM stationary second order process

f) = WD_lM(f}d) , for X =0, with
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e D €)0,1[ LM parameter
o M a slowly varying function in oo

Remarks:

e Definition (1) implies Definition (2) (Abélian Theorem);
e Definition (2) + decreasing of r(-) implies Definition (1) (Tauberian Theorem).
Other possible definitions [Samorodnitsky and Taqqu (1994)]

Definition. X = (X;)ier H-self similar process with stationary increments (H-SSSI)

(Xcs)s ’6 CH (Xg)s fO’F any c > 0
(Xiqs — Xi¢)r stationary process for any s € R

Definition. X = (Xy)rez s a LM stationary process when

X, = Yk—i—l — Yy, fork € Z, with (Yk) H-S5S51
2.3.1. Two famous examples of LM processes. Fractional Gaussian Noise

Y = {Y;,t € R} is a Fractional Brownian Motion
Definition (Kolmogorov, 1940, Lévy, 1965).
=

Y is a centered Gaussian process with stationary increments
such as IEY? = o?|t|*, 02 >0, H € (0,1]

Consequences:

(1) Y is the only Gaussian H-SSSI process
(2) X = (Yi41 — Y)tez, Fractional Gaussian noise.

= X is LM if H > 1/2: r(k) ~ 02 H2H — 1) |k]*?H=2 |k| — o0
Simulations of a FGN trajectory How to generate a FGN path (X1, -, X,,)?

(1) Natural idea: Cholesky decomposition of ¥ = (r(|j —4|))1<ij<n = R R’
X = RZ, with Z a sample of Gaussian i.i.d.r.v.

(2) Best choice: plug ¥ in a circulant matrix and use the spectral decomposition of a circulant
matrix = spectral decomposition of ¥1/2

FARIMA (p, d, q) processes

Definition (Granger et Joyeux, 1980). IfE = (Et)tEZ white noise, X = {Xt,t € R} FARIMA(]D, d, q)
process when
— (1-B)P(B)(X)=Q(B)(e) avec P € R,[X], Q € R,[X]

e}

= X, = ;) (M)nk—j with (m) ARMA(p,q):

M+ O01mk—1+ -+ 0pnr—p =€k + d16—1 + - + DgEk—gq

etA 1

) 2
Consequence: f(\) = ) ‘ TRz

a?1Q(
?‘P( for A # 0
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— Existence of X since f > 0 measurable function

— X isLMif0<d<1/2: f(A) ~C |\ 72 when A — 0
Simulations of a FARIMA trajectory. How to generate a FARIMA path (Xy,---,X,,)?

(1) Best Gaussian idea: use also the circulant matrix method...

(2) Non Gaussian idea: truncation of Z;’;O (%)nkﬂ

M .
_ I'(j+d) .
= X = jE_O <m>nk_J with M large number

Limit theorem for the sum of Short Memory processes

Definition. Let ¢ = (e;)rez be a L*-white noise and (ax)x>0 € (2(R). A one-sided linear process
X = (Xk)kez is defined by
X = Zajf?k—j fork eZ
J=0
Consequence: If |a;| = j7°L(j), 1/2 < B <1, X LM with D =23 — 1.

Theorem (Ibragimov, 1962). If X is a one-sided linear process with Y .., (k) = 0* # 0, then
[N1]

- D
(N v ZXt)»o Nortoo o (Wt)tzo’
=1 =

A general limit theorem for the sum of LM processes

Theorem (Rosenblatt, 1961, Davydov 1970). If X is a Gaussian or one-sided linear process, IE (Xo) = 0,
var(Xo) =1, LM (Definition 1) with parameter D €]0, 1],

(VY]
1 D
<N1—D/2L1/2(N) Z;Xt>t20 Notoo (Bl_D/Q(t))tZO

=

Limit theorem for functionals of Gaussian LM processes
H,, be the Hermite polynomial of degree n: Hy(X) = X, Hy(X) = X? —1,..

Call Hermite rank m of f € L*(N(0,1)) if 3(c;); such as f = > im CiHj.

Theorem (Rosenblatt, 1961, Taqqu, 1975, Dobrushin and Major, 1979). If the Hermite rank of f is m, if X
Gaussian process, It (Xo) = 0, var(Xo) = 1, LM with parameter D €]0,1/m]|,
[Nt]

1
(Nl—"ZDL1/2(N) ; )~ (f(XO))]>t

o, BUX0)H(X)

N—+oo m)!

(Zm’D (t))t

Two particular cases
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(1) Ifm =1,0< D < 1, the limit process is Z1,p(t) = Bi_p/2(t),
[Ni]

1 D
. <N1_D/2L1/2(N) ;Xt)tzo N oo (Bi-p/2(1) 120

(2) If m=2,0 < D < 1/2, limit process Z3 p(t), Rosenblatt process,

[N
1 D
o (NlDLl/Q(N) ; X7 - 1]>t>0 N> oo 2(Z2D( Do

Theorem (Surgailis, 1980, Giraitis, 1985, Ho and Hsin, 1997, Surgailis, 2000). K function and K. = ( 507 f K(z

y)d,uX(y)>o. If Kl =0 forr < k and |[KE| # 0 < oo, if X LM one-sided linear process, with
parameter D €]0,1/k],

N
S N ) 2 KO0 BEGO] =5 Clhon) 2o )

3. IDENTIFICATION D’UN PROCESSUS STATIONNAIRE A TEMPS DISCRET

On s’intéresse ici a identification de la partie bruit d’un processus & temps discret. Lorsque ’on
considere une suite de v.a.i.i.d., on connait un certain nombre de techniques (estimation, tests) et
des résultats asymptotiques qui permettent d’en savoir plus sur cette suite (par exemple estimer
sa variance, la probabilité d’une occurrence, tester si les variables sont gaussiennes,...). Pour un
processus a temps discret, il faut compter avec la structure de dépendance du bruit, ce qui nous
oblige & donner des extensions aux résultats asymptotiques classiques (loi des grands nombres,
théoreme de la limite centrale,...).

3.1. Comportement asymptotique des processus stationnaires & temps discret.

Proposition. Soit X = (Xy)rez un processus du second ordre a temps discret stationnaire d’espérance
m et de densité spectrale f continue en 0. Alors:

~r .S.
Xn LN m et
n—-+4o0o

lim E (vVn(X, — m))2 = 27 £(0).

n—oo

Proof. 1/ La convergence presque-siire nécessite des arguments trop longs & exposer ici (voir par exemple Azencott
et Dacunha-Castelle, 1984, pour une preuve)

2/ On a facilement IE (v/n (X, — m)) =nvar (X,) = % w21 2iey Tx (|7 —i[) ot rx est 'autocovariance de X. On
montre alors que nvar (X,) = =37 (n— |k|)rx(|k |) Mais comme f est continue en 0 on a >, ., |rx (k)| < oo.
Par suite
1 n n 1 n
— > (= kDrx (k) = D rx (k) = — > [kl (kD).
k=—n k=—n k=—n
Mais
& 1 (V] 9 n
D () W L (L) R = S e (L)
k=—n k=—[/n] k=[vn]+1
1 & 1 [Vn] n
= - > Ikllrx (kD) < 7 Do Irx(kDI+2 Y0 Irx(kD)
k=—n k=—[v/n] k=[v/m]+1
T 0 car }, ., |rx (k)| < oco.
. 1 ¢ _
En conséquence, o Z (n— |k|)rx(k]) el er(k) =27 f(0). O

k=—n keZ
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Proposition. Soit X = (Xy)rem un processus gaussien stationnaire d’espérance m et de densité
spectrale f. Alors:

(1) Silimg_yoo (k) =0 alors X,, 25 m.

n——+0oo
(2) Sila densité spectrale f existe et est continue en 0, alors /n(X,, —m) %) N(0,27£(0)).
n—-+0o

Proof. La convergence presque-siire est délicate, mais le théoréme central limite se déduit du comportement asymp-
totique précédent (une suite de distributions gaussiennes de moyenne 0 et de variance tendant vers 27 f(0), lois de
Vn(X, —m), converge quand n — co vers une distribution gaussienne de moyenne 0 et de variance 27 f(0)). O

Le cas gaussien permet donc d’avoir des théorémes limite sous des conditions assez faibles. Pour
le cas plus général, on peut commencer par donner un théoreme central limite pour les processus
M-dépendants qui se définissent ainsi:

Définition. Soit X = (X;)iez un processus stationnaire tel que var Xog = 0% < oo. On suppose que
X est M-dépendant, ou M € IN, c’est-a-dire que pour tout t tel que t > M + 1, alors (X_j)reN
est indépendant de (Xiik)reN-

Théoréme (Théoreme central limite pour les processus M-dépendants). Soit X = (X¢)iez un
processus stationnaire tel que var Xg = 0% < 0o, d’autocovariance rx, et M-dépendant, avec M €

IN. Alors

M
¥ £ 2 2
Vn(X, —E(Xg) — N(0,7°) avec ~° = Z rx (k) =2m f(0).
n—-+00
k=—M
Proof. La preuve se fait en découpant n en r morceaux, blocs, de taille p, avec r et p qui tendent vers U'infini. Ainsi
on considere Z; = % Zi;iw X(i—1)p+r pour @ = 1,--- 7. Les variables aléatoires Z; sont des v.a.i.i.d. du fait de

la stationnarité de X et de la M-dépendance. A p fixé, on peut appliquer un théoréme central limite classique aux

: ) : 72 £ 2y N7 1 T ) 2 _ 2 M i . P 2
variables Z; et on obtient que /7 pZ, o N0, yp) o0 Zr = 370 Ziety, = 0" 42377, (1—7)rx(i) p_)—+>OO ~ye.
Posons Ui(p) = % ZkM:Bl Xip—k pour ¢ = 1,--- 7. Ces variables aléatoires Ui(p) sont également des v.a.i.i.d. et

pvar (ng)) —3 0 avec UE,” =13, Ui(p>. 11 ne reste plus qu'a écrire que X,, = 2377 | Z; + UZ‘(p> pour montrer

n—-+oo
le théoréme de la limite centrale voulu en faisant tendre p vers I'infini et en utilisant le Théoréeme de Slutsky. O

Une fois ce théoreme démontré, on peut l'utiliser méme pour des processus qui ne sont pas M-
dépendants, en faisant tendre M vers I'infini. Ainsi on obtient le théoreme suivant:

Théoréme (Théoréme central limite pour les processus ARMA et ARCH). Soit X = (Xt)iez un
processus ARMA(p, q) ou ARCH(p) stationnaire tel que var Xo = 0? < oo. Alors

Vn(X,) n_}—iéo N(0,7%) avec ~*=2m f(0).

Pour un processus linéaire centré, plus généralement on obtient le méme théoreme central limite
sous la condition ), . [k7rx (k)| < oo.

On peut maintenant également donner une loi des grands nombres et un théoreme de la limite
centrale vérifiés par les chaines de Markov.

Théoréme (Théoreme ergodique). Soit X = (X,,)neN une chaine de Markov homogéne irréductible
sur B = (e1,--- ,ep) ayant pour unique mesure de probabilité invariante p. Alors pour toute fonc-
tion h : E — IR mesurable, et quelque soit la loi de Xy,

o1 on) [ @) = 3 hleon(e)
=0

n-+1 n—-+o00 :
=1

Théoréme (Théoreme de la limite centrale pour les chaines de Markov & espace d’états). Soit
X = (Xpn)new une chaine de Markov homogéne irréductible sur E = (e1,- - ,ep) ayant pour unique
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mesure de probabilité invariante p. Alors pour toute fonction h : E — IR mesurable, et quelque
soit la loi de X,

ﬁ(niljz;m)— [ @) £ (0. [ R@dnta) = ([ ne)dut)?).

n——+o0o
Voyons maintenant des utilisations de ces résultats. En premier lieu, on peut définir les moments
empiriques d’ordre 2 d’un processus a temps discret:

Définition. Soit X = (Xk)kem un processus a temps discret. On appelle covariance empirique de
(X1, ,Xp) pourp=0,1,--- ;n—1,

1 <X

@) = 3 (X = Xa) (Xi = Xn) et E(=p) = Cu(p).
k=1
Lorsque l’on sait que le processus est centré alors pour p=10,1,--- ,n—1,
1«
cn(p) = o ;XkerXk et cn(—p) = ca(p)-

On appelle corrélation empirique de (X1, -+ ,X,) pour p=0,1,--- ,n—1,

~ o\ Ca(p)
RAT)

Remarque.

Un certain nombre de logiciels propose de tracer le “correlogram” de la série (souvent la fonction
ACF) soit le graphe de k — py,(k) pour k € {0,1,---,m}, avec m souvent proche de v/N. Il est
bien clair que 'on a toujours p,(0) = 1 et nous allons voir que sous des hypotheses assez générales
on peut espérer que ce corrélogramme soit une bonne approximation du graphe de la fonction de
corrélation. On définit maintenant ’estimateur “naturel” de la densité spectrale qui consiste a
remplacer la covariance par la covariance empirique dans I’expression de la densité spectrale.

Définition. Soit X = (Xy)kew un processus a temps discret centré. On appelle périodogramme de
(X1, -+, Xpn) la fonction I,(\) : [—7,m[— Ry telle que:

1 n—1

- i RN —i
I(A) = o Z Cn(k)e ™ = %‘ ZXke A
k=1—n k=1

‘ 2

On peut alors montrer la propriété suivante:

Propriété. Soit X = (Xy)wem un processus a temps discret centré stationnaire ayant des moments
d’ordre 2. Si les covariances r(k) sont telles que ) |r(k)| < oo alors
(1) limy 00 IE (In(N)) = f(A) pour tout A € [—m, 7.
f2(\)  si X €] —m,0[U0,7]
2f2(\) si A= —mx,0.
(3) si X est un processus gaussien, 7}1_)1{)10 cov (Ly(\), I,(\)) =0 si X # N.

(2) si X est un processus gaussien, lim var(I,(\)) = {
n—oo

Avec cette propriété on voit que I, est un estimateur asymptotiquement non biaisé de f, mais
un estimateur non convergent dans le cas gaussien. On pourrait généraliser cette propriété dans
le cas plus général d’'un processus ayant des moments d’ordre 4. Cependant cet estimateur sera
intéressant lorsqu’on l'integre par rapport a une fonction:

Définition. Soit X = (Xy)kewm un processus a temps discret du second ordre. Pour g une fonction
continue sur [—m, [, on définit le périodogramme intégré par:

Julg) = / AN

—Tr
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Proposition. Soit X = (Xy)kem un processus centré stationnaire ARMA (p,q) ou ARCH(p) tel
que IE X§ < oo (ce qui, dans le cas d’un processus ARCH(p) signifie que (]EE%)I/Q ?:1 b < 1),
alors:

(1) Pour g une fonction continue sur [—m, [, Jp( / FN)g(N)dA.
(2) Pour (gi)1<i<m une famille de fonctions contmues sur | [ alors:
L
e = [ TNea) s A 0.)

avec ¥ = (045)1<ij<m €t 045 = 4w 2N gi(N)gj(N)dA.

Conséquence.

e Rappelons que pour un ARCH(p) stationnaire d’ordre 2, f est une fonction constante.

e Ce double résultat s’applique aussi pour le carré d’un processus ARCH(p) puisque ce carré
est un processus ARMA. La condition sera donc que X soit stationnaire et tel que IE)XE)g <
00, ce qui est possible des que (IE 58) 1/4 ?:1 b; < 1.

e Ce double résultat s’étend également aux chaines de Markov homogene a espace d’états fini
irréductibles, et cecTir quelque soit la loi de Xj.

e Comme ¢,(p) = cos(pA\) I, (N)dA, on peut appliquer le théoréeme de la limite centrale
—T
précédent. On obtient ainsi que:

~ oy c T 9 ‘ . ) )
ﬁ(cn(p) T(p)>0§pgm WS Nt (0, (47r _Wf (A) cos(Ai) cos(Aj)dA 0<ijem)
e En utilisant la Delta-méthode pour la fonction G : (xg, - , ;) € R*xR™ — (%, ;—3, cee %g) €
IR™, on peut déduire un théoreme de la limite centrale pour (p,(1),--- , pn(m)). Cela per-

met notamment de tester si X est un bruit blanc car sous une telle hypothese, f()\) = o2/27

et on a alors
L

Vi (Bn(9) ) <icm o N (0, In).
Comme dit plus haut ce résultat est également vrai pour un ARCH(p), ce qui limite la
puissance d’un tel test.
e En utilisant un noyau comme fonction g que l'on fait se rapprocher d’une impulsion de

Dirac en Ay, on obtient un estimateur de la densité f(Ao).

3.2. Estimation paramétrique et semi-paramétrique pour un processus stationnaire a
temps discret. Notation: On suppose que l'on a observé une trajectoire (Xq,---,Xy) d'un
processus paramétrique de parametre 6 = (6q,--- ,6;) ou £ € IN* tel que la “vraie” valeur prise par
ce parametre 6* soit inconnue. La méthode qui suit pourrait étre généralisée a d’autres exemples
de processus, mais ici nous ne considérerons que les cas paramétriques suivants:

e Les parametres by, --- , by, c1,- -+, ¢q d'un processus ARMA(p, ¢) stationnaire dont on sup-
posera que le bruit blanc (gx), admet une densité par rapport a la mesure de Lebesgue;
e Les parametres by, -- -, b, d'un processus ARCH(p) stationnaire dont on supposera que le

bruit blanc (ex); admet une densité par rapport a la mesure de Lebesgue;

e Les probabilités de transition p;; = Pr(X; = e; | Xo = e;) d’une chaine de Markov homogene
a espace d’états fini irréductibles. Comme la matrice est stochastique, il n’y a que p(p — 1)
inconnues puisque par exemple p;, = 1 — Z?;i Dij-

On définit Ly (#,w) une vraisemblance pour 6 € © (ensemble localement compact de RY). Soit

On = Argrgleag)( Ln(0) = Argrgneaé((log Ly(0)).
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Par “une” vraisemblance on veut dire: soit la densité du vecteur (Xi,---, Xx) (pour les processus
ARMA(p, q)), soit la densité conditionnelle par rapport a Xo, X_1,--- (pour les processus ARCH(p)
ou les chaines de Markov a espace d’états fini irréductibles). Rappelons que dans ce dernier cas

Ln(0) = f((X1,---,XN) [ X0, X—1,+) = f(XN \XN—l,XN—z,"-)f(XN—1 | XN_2,Xn_g,) X0 X f(Xl | X0,X—1,)
(attention & ne pas confondre cette densité f, qui peut d’ailleurs étre une probabilité dans le cas
d’une mesure discrete, avec la densité spectrale vue avant). Dans le cas d’une chaine de Markov
homogene irréductible sur (e, --- ,ep), le modele est totalement posé et la densité revient a un
produit de probabilités et le logarithme de Ly devient:

p p—1 N-1
log Ly(8) = > log(pi; Zﬂxk,ka el,eﬁZlog (L=pig—=Pip-1) D Ly i) =(erep)-
i=1 j=1 k=1

Notons que dans un tel cas la statistique constituée par le vecteur ( Zk:_ll ]I(Xkka+1):(ei7€j)) 1<i<p1<j<p-1

est exhaustive (on ne peut pas prendre tous les i et j car la statistique serait liée).
Théoréme. Sous les hypothéses précédentes, si IE X < oo et

. ~ p.S.
(1) si I|E U log fix, |X07X—1,~“)H < oo ona Oy N—>_)+oo 0*.
c

(2) si [E [log2 foxa |X07X_1,...)] < 00 on a \/N(é\N —6%) Njoo N (0, 1(6%)71), ou

1= & (50, (U5, o

Remarque.

On retrouve donc ici une vitesse en v'N comme dans le cas de variables indépendantes. Cepen-
dant une des limitations de la méthode du maximum de vraisemblance réside dans le fait qu’il
faille connaitre exactement la loi du processus pour en déduire Ly (6). L’utilisation de cet estima-
teur reste malgré tout intéressant pour les processus ARCH(p) (pour lesquels on peut utiliser la
vraisemblance conditionnelle gaussienne méme si I'innovation n’est pas gaussienne) et les chaines
de Markov. Mais dans le cas d’un processus ARMA(p, q), d'un processus gaussien ou linéaire et
des processus longue mémoire en général, on préférera utiliser une approximation de I'estimateur
On dite approximation de Whittle (voir ci-dessous) qui offre deux avantages: pas de nécessité de
connaitre a priori la loi du processus et un grand gain en terme de calcul tout en conservant une
vitesse de convergence en v/N.

Théoréeme. Soit X = (Xi)rem un processus gaussien ou un processus linéaire, dont la densité
spectrale s’écrit de maniére paramétrique fo et vérifie certaines propriétés (dont lidentifiabilité:
fo, = fo, = 61 = 02). On consideére le contraste, dit encore contraste de Whittle:

Un(0) = / " log(f5(N) + ii;((j)) Q.

Soit 67]/\/ = Arggniél Un(0), appelé estimateur de 6 par minimum de contraste (ou mazimum de
€

vraisemblance approché de Whittle). Alors, si X posséde un moment d’ordre 4, avec une matrice
J(0%):
VN@Ox —67) 55 Nw(0,7(6%)7Y).

n—-+00
Remarque.
Ce résultat est valable pour les processus ARMA(p, ¢), FARIMA(p, d, q) et les bruits gaussiens
fractionnaires. On peut remarquer cependant qu’un processus GARCH n’est pas identifié par sa

densité spectrale. Cet estimateur peut cependant aussi étre utilisé en ’appliquant aux carrés de ce
processus.

Remarque.



Ecole CIMPA Togo 2018 Time Series 19

Notons tout d’abord que la matrice J = I lorsque le processus est gaussien. Sinon, elle fait
intervenir les moments d’ordre 4 de I'innovation. Ensuite, concretement, quand on travaille sur des
données, les intégrales sont approchées par des sommes de Riemann calculées pour les A\ = wk/n.
On peut montrer que l'erreur d’approximation n’est pas préjudiciable au théoreme de la limite
centrale ci-dessus.

Conséquence.

On préférera nettement 'estimateur par contraste de Whittle pour les processus identifiés par
leur densité spectrale & car il peut s’appliquer facilement & des échantillons de grande taille (alors
que par exemple dans le cas gaussien, I'estimateur de maximum de vraisemblance classique requiert
d’inverser la matrice de covariance ce qui peut étre impossible numériquement des que n > 10%)
et comme dit précédemment, il ne requiert pas la connaissance de la loi de X ou de €. Pour
les processus GARCH(p, ¢), mais aussi toute une famille générique de processus, les processus
affines causaux, une autre méthode d’estimation semi-paramétrique peut étre utilisée: la méthode
d’estimation par quasi-vraisemblance gaussienne. Définisson d’abord la famille des processus affines
causaux:

Définition. Si (g¢)iez est un bruit blanc, on dit que (Xy)icz, est un processus affine causal si
X = M((thk)kE]N*) gt + f((thk’)kG]N*) pour tout t € 7,

ou M et f sont des fonctions a waleurs respectives dans IRy et IR et définies sur les suites
numériques réelles.

Les processus ARMA (M =1 et f((xk)ke]N*) =7, ¢), et les procedsus GARCH(p, q) (f =0

et M((zp)ren+) = y/co+ Doy ciz?) sont des exemples de processus affines causaux. Pour la
stationnarité, nous allons rajouter des hypotheses sur ces deux fonctions:

Propriété. On suppose que les fonctions M et f sont Lipshitzienne, ce qui signifie que pour tout
= (2)ien € RY ety = (y:)iens € RY, il existe des suites (a;(M)) et (a;(f)) de réels positifs
telles que

|M(z) = M(y)| <D ai(M)|ai —yil et |f(@) = F)l <D ailf)lzi - wil-
i=1 i=1

Pour v > 1, si IE (leg|") < oo, alors (X;) est un processus stationnaire vérifiant IE (|Xo|") < oo
lorsque:

S alf) + (E (o))" ai(M) < 1.
=1

=1

On suppose désormais que le modele est semi-paramétrique c’est-a-dire que pour 6 € IR¢, M =
My et f = fp, que les fonctions § — My et 6 — fp sont connues ainsi que I’échantillon (X7, ..., X},)
est connu mais 6 est inconnu.

On utilise la méthode de quasi-vraisemblance gaussien pour estimer 6. Pour cela on suppose
dans un premier temps que la loi de ey est gaussienne. Notons fé = fo(X¢—1, Xi—2,...), Mé =
My(Xt—1,X¢—2,...). Alors la log-densité conditionnelle de Xy sachant (X;_1, X;_o,...) est:

1 (Xt — f5)2 \2
a(0) = 3| + log ((M5)) .
L e (00
Mais Xg, X_1, ..., sont inconnus, et on va les remplacer par des 0. Posons fz = fo(Xi—1,...,X1,0,--+)

et M = My(X¢—1,...,X1,0,---), alors on définit la quasi log-densité devient

_ Fh\2 -
o) =1 [W + log (%))
0
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~

On définit alors I'estimateur par quasi-vraisemblance gaussienne par: 6, = arg max L,(0) avec
€

0) = Z q:(0) la quasi-vraisemblance gaussienne.

On peut évidemment appliquer cet estimateur méme si le bruit n’est en réalité pas gaussien. On
peut alors montrer le résultat suivant:

Théoreme. Sous les conditions de stationnarité, si r > 4, et sous d’autres conditions sur My et
fo (notamment Uidentifiabilité et My > M > 0), alors il existe des matrices F(6p)~! et G(6p) telles
que

(3) V(B —60) 5 Na(0, F(Bo)~'G(60)F(60)").

n—-+00

Remarque.

Ce théoreme est notamment vérifié par les processus ARMA et GARCH.

3.3. Identification et test d’adéquation pour les processus ARMA et ARCH. Estima-
tion de l'ordre d’un processus ARMA: Une autre question apparait une fois l’estimation
des parametres obtenue: comment estimer l'ordre (p,q) de 'TARMA qui dans les deux techniques
précédentes est supposé connu? Pour ce faire on utilisera un critere de sélection de modele, par
exemple le critere BIC vu précédemment. Dans le cas d’un processus ARMA celui-ci s’écrit:

1 9 log N
J:
. Py(B
ougj = % - X (il faut donc que @ soit inversible causal, donc que les racines de @) soient en
N

dehors du disque trigonométrique). Les estimateurs ]3N(B) et @ ~(B) sont calculés en remplagant
leurs coefficients a; et b; par les estimateurs obtenus par une des méthodes évoquées plus haut. On
calcule ce critere pour tous 0 < p < Pmax €t 0 < ¢ < ¢max et on choisira

DN, GN) = A i BIC(p,q).

(P aw) 0§p§£§£18§q§qmax (P )
Estimation de ordre d’un processus ARCH: On peut soit reprendre la technique qui vient
d’étre présentée pour les ARMA en 'appliquant aux carrés du processus. On peut également
reprendre la formule générale du critere BIC et I’appliquer & I'estimation de la log-vraisemblance
conditionnelle. Auquel cas, on a:

N log N
BIC(p,q) = log H (X, 1 Xj-1,X 0, )) + N P
ou fest obtenue en remplagant les coefficients (bo, - - ,b,) par leurs estimations par maximum de

vraisemblance.

Test d’adéquation & un processus ARMA: Pour tester 'adéquation a un processus ARMA,
on peut utiliser un test dit de portemanteau (ce qui signifie “fourre-tout” en anglais). Apres avoir
calculé les résidus estimés (€1,...,En) obtenus a partir (Xi,---,Xxn) et des coefficients estimés
par une méthode de type maximum de vraisemblance ou minimum de contraste: comme on a

= ggg;X on définit

2
L EN R aE - (% sy, )
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Notons que pe(k) est la corrélation empirique des résidus, qui doit tendre vers 0 si le modele est
bien un ARMA(p, q) dés que k # 0, suivant un Théoréme de la Limite Centrale que nous avons
vu un peu plus haut (d’ou le N devant la statistique de test). Notons également que les &; ne
sont calculables que lorsque i > p 4+ 1). On doit choisir k£ suffissmment grand pour donner plus
de pertinence au test. Ainsi, sous ’hypotheése que le processus est bien un processus ARMA(p, q),
dont le bruit admet un moment d’ordre 4 on peut alors montrer que:
£ 2

Tn(k) — k—p—q).

n(k) o Xk =p—q)
Le fait que I’on doivent retirer p + ¢ dans le nombre de degrés de liberté du x? limite est assez
classique et correspond au fait que cette statistique est obtenue en estimant p + g parametres.
Test d’adéquation a un processus ARCH: On peut reprendre la technique présentée pour
les ARMA et ’appliquer aux carrés d’un processus ARCH. On peut aussi directement mettre en
place un test du portemanteau pour les ARCH en “estimant” l'innovation (gy)x par

p
& = Xi(bo + > b X,ffj)*l/l
j=1

Il n’y a plus alors qu’a reprendre la statistique de test T\N(k:) décrite plus haut pour les ARMA.

4. PREDICTION POUR UN PROCESSUS A TEMPS DISCRET

Pouvoir prévoir est généralement une des possibilités offertes par les statistiques, peut-étre méme
la plus importante.

4.1. Définitions et propriétés générales. On commence a faire quelques rappels sur ’espérance
conditionnelle qui est essentielle pour donner des formulations théoriques a la prédiction.

Rappel. Si X el Y sont deuz variables aléatoires continues de densité jointe f(x y) (x,y) alors

_ Jofix vy (z,y)de
ff(X,Y)(wvy)dx ‘

Propriété. (1) IE (Y | B) est une variable aléatoire de IL2(2, B, P); de plus, IE (Y | X) = h(X),
avec h une fonction borélienne.
(2) Pour Yy et Yy deux variables aléatoires sur (Q, A, P), et (a,b,c) € R3, alors

IE (aY7 + bYs + ¢| B) = alE (Y1 | B) + bIE (Y2 | B) + c.

(3) Si Yl S YQ, alors IE (Y1 |B) S IE(YQ ‘ B)

(4) SiY € IL2(Q, B, P), alors IE(Y | B) = Y; ainsi IE (¢9(X) | X) = g(X) pour g une fonction
mesurable réelle.

(5) On a E(E(Y |B) =EY, donc E(E(Y | X)) =EY.

(6) Si Y-YB(IR)) et B sont indépendantes alors IE(Y |B) = EY; ainsi, si X et Y sont
indépendantes, IE(Y | X)=EY.

EX|Y=y)

Proposition. Si (Y, X1, -+, X,) est un vecteur gaussien, alors IE (Y | (X1, -+, Xp)) = ao+a1 X1+
<o+ an, Xy, ou les a; sont des réels.

Définition. On suppose que (X1, -, Xn) est connue. On appelle prédiction )?Nﬂ) a horizon p
Xnyp = fp(X1,---, Xn) ot fp est une fonction mesurable.

Définition. Soit X un processus a temps discret du second ordre. On appelle erreur moyenne
quadratique (MSE) de la prédiction Xy, le réel

IE (XNyp — XN+p)2-
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Proposition. On suppose que X un processus a temps discret du second ordre. La prédiction
XnN+p optimale au sens de la moyenne quadratique (ou des moindres carrés) est définie par:

Xnip=F(X1,-+, Xy) avec | = Argﬁg (E (Xnip— [(X1,--, XN))2).
S

Alors,
XN+p = IE(XN"‘F | (X17 e 7XN))
)?Nﬂ, est donc une variable aléatoire dépendant de (X1, -, Xn) telle que
x X’...’X , T dl’
E(Xnyp | (X1, ,XN)) = f Niofex, ’XN’XN+P))( L N> TN+p))dTN+p
f f(X11 1XN7XN+p))(X1? e 7XN7 xN+p))d$N+p

Propriété (Cas des processus ARMA). Soit (Xy)kez un processus ARMA(p,q) avec P(B) - X =
Q(B) - € ou les racines de P et de Q sont a Uextérieur du disque trigonométrique (donc X est

stationnaire, causal et inversible). On suppose également que (X1, -+, Xn) est connu. Soit X i1
N-1

le prédicteur optimal au sens des moindres carrés. Alors )?NJrl = — Z Ckr1XN—k ot les (ck) sont
k=0

définis par le développement en série entiere de

g(z) = Z cpz”.

Propriété (Cas des processus ARCH(p)). Soit (Xy)rez un processus ARCH(p) défini par

X = fk\/ao +a X+ + aleg_p pour tout k € Z,

oty X est stationnaire d’ordre 2 (donc (a1 + -+ + a,)IJEE2 < 1). On suppose également que
(X1,---, Xn) est connu. Soit Xni1 le prédicteur optimal au sens des moindres carrés. Alors

o~

XN+1=0.
Propriété (Cas des chaines de Markov a espace d’états fini). Soit (X )rew une chaine de Markov
homogene a espace d’états fini (e1,--- ,ep,) € RP, de matrice de transition P = (pij)i<ij<p- Soit

XNH le prédicteur optimal au sens des moindres carrés. Alors )A(NH = E[Xy+1 | Xn] =
P

ZPXN,jej-

=1

Proposition. On suppose que X est un processus a temps discret du second ordre. Alors la
prédiction linéaire Xy, optimale au sens de la moyenne quadratique (ou des moindres carrés)
est définie par:

Xnyp=a1 X1+ +anXy+b avec
(@)rsisy = Argmin_ {8 (Xyip — (@ X1+ +ax Xy +1))°}.
(ai)1<i<NERY
Les coefficients estimés sont obtenus par régression (théorique).

Proposition. 5i X est un processus gaussien, alors la prédiction linéaire par moindres carrés est
aussi la prédiction par moindres carrés (donc lespérance conditionnelle).

4.2. Prédiction par filtrage exponentiel. L’étude théorique précédente présuppose que l'on ait
choisi un modele de bruit pour prédire. On peut cependant prédire sans avoir besoin de connaitre
le modele de bruit. On suppose cependant que la tendance et la saisonnalité sont composées de
certaines fonctions. Le lissage exponentiel est une démarche possible pour prédire Xy, lorsque
(X1,--+,Xn) est connu.
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On suppose donc que la tendance et la saisonnalité s’écrivent sous une forme connue a priori
(les f;, fonctions non constantes, et r sont connues), soit:

k T
a(t) =Y aifi(t) et S(t) = sigi(t) pour t € T,
i=1 i=1

avec g;(t) = lyy—;, )y sont r-périodiques (on ne suppose pas ici que Z S(i) = 0).
i=1
Notation. o X =(Xy,--,XnN).
° FZ:(fZ(1)7 7fZ(N)) pOUTizl,"‘ 7k etGZ: (g1(1)7 7gl(N)) pOUT"izl,“' , T
o U=(e(1),-+,e(N)).

Le modele s’écrit alors vectoriellement:
k r
X = Zaifi +Zsigi +U.
i=1 i=1

Proposition. On peut estimer les coefficients (a;) et (s;) par une régression linéaire par moindres
carrés pondérés qui accorde un poids exponentiellement plus important ¢ Xy qu’a Xpr st M < N.
Pour cela, on minimise la distance dans RY dépendant d’un paramétre (:

| X = (aiFy+ -+ 5Gy) [3=4X — (@ FL+ - + $,G)Q 7 (B)(X = (a1 Fy + -+ + 5,.Gy),

BN 0 0 0
0o pN-1 0 .
en notant Q(B) = ] ) ~ | et avec Z la matrice Z = (Fy - -- FyGy--- Gy),
0 0 0o --- 1

Alors Xnep = (1N +p), -+ ,9:(N +p)) (1 Z9(8)2)""1 Z0(8) X.
Remarque.

Il faut avoir en téte que si 8 est proche de 0 alors on prend seulement en compte les toutes
dernieres valeurs de la série, alors que 8 proche de 1 fait que I'on considere toutes les valeurs. En
pratique, on peut arbitrairement choisir 8 entre 0.5 et 0.9. Mais le mieux est d’estimer une valeur
de B adaptée au jeu de données. Pour ce faire, on utilise les données précédentes (X1, -, Xn—p)
(le 10 est pris ici de maniere arbitraire; on pourrait aussi bien choisir X J& ou Xy /2). Pour chacune
de ces valeurs on connait la valeur réellement obtenue a I'horizon p; il suffit donc pour une grille
de valeur de § dans [0, 1], de calculer la somme des carrés des écarts entre ces valeurs obtenues et
les prédictions faites avec le filtre exponentielle de parametre 5. On choisira B N qui minimise cette
somme de distance au carré. Cette technique peut étre étendue a des prédictions linéaires: c’est
que 'on appelle une prédiction par le filtre de



