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Plan détaillé du cours de STATISTIQUES 1

1 Rappels sur la théorie de la mesure

Introduction
Il demeure des choses inconnues a partir des connaissances antérieures en probabilités :
e Qu’est-ce qu’un événement et I’ensemble de tous les événements ?

e Que se passe-t-il pour des probabilités d’événements moins classiques (par exemple I'ensemble des
décimaux) ?

e Comment traiter une variable aléatoire qui est continue et discrete a la fois (par exemple le nombre de
minutes passées devant la TV) ?
1.1 Mesures
1.1.1 Tribus
Notation. o ) est un ensemble (fini ou infini).
o P(Q) est l’ensemble de tous les sous-ensembles (parties) de .

Rappel. Soit E un ensemble. E est dit dénombrable s’il existe une bijection entre E et IN ou un sous-
ensemble de IN. Par exemple, un ensemble fini, Z, ID, Z x Z, Q sont dénombrables. En revanche, IR n’est
pas dénombrable.

Définition. Soit une famille F de parties de Q@ (donc F C P(2)). On dit que F est une algébre si :
e QO CF;
o lorsque A € F alors (2\ A) € F;
e pour tout n € IN*, lorsque (Ay, -+, Ap) € F™ alors AyU---UA, € F.

Définition. Soit une famille A de parties de Q (donc A C P(2)). On dit que A est une tribu (ou o-algébre)
sur § si :

e QO CF;
o lorsque A € F alors (Q\ A) € F;

e pour I C IN, lorsque (A;)ier € F! alors .., A; € A.

el
Exemple. e Cas du Pile ou Face.

o (Cas ou § est infini : 0 = IN par exemple.
Propriété. Avec les notations précédentes :

1. 0 € A;

2. si A et B sont dans la tribu A, alors AN B est dans A;

3. si A1 et As sont deux tribus sur Q, alors Ay NAsg est une tribu sur Q . Plus généralement, pour I C IN,
si (Ai)ier ensemble de tribus sur 2, alors (;c; Ai est une tribu sur Q;

4. si Ay et Ay sont deuz tribus sur QQ, alors A1 U Az n’est pas forcément une tribu sur Q.



Définition. Si & est une famille de parties de Q (donc € C P(Q)), alors on appelle tribu engendrée par
E, notée o (&), la tribu engendrée par Uintersection de toutes les tribus contenant € (on peut faire la méme
chose avec des algébres).

Remarque. La tribu engendrée est la “plus petite” tribu (au sens de linclusion) contenant la famille £.

Rappel. e Un ensemble ouvert U dans un espace métrique X est telle que pour tout x € U, il existe
r >0 tel que B(z,7) C U.

e On dit qu’un ensemble dans un espace métrique X est fermé si son complémentaire dans X est ouvert.

Définition. Soit Q un espace métrique. On appelle tribu borélienne sur Q, notée, B(QY), la tribu engendrée
par les ouverts de Q. Un ensemble de B(2) est appelé borélien.

Exemple. e Boréliens sur IR, sur 0, 1].

e Boréliens sur IR?.

1.1.2 Espace mesurable
Définition. Soit Q un ensemble et soit A une tribu sur Q. On dit que (2, A) est un espace mesurable.
Corollaire. Quand on s’intéressera aux probabilités, on dira que (Q,.A) est un espace probabilisable.

Propriété. Si (Q;,A;); sont n espaces mesurables, alors un ensemble élémentaire de Q = Qq x -+ - x Q,, est
une réunion finie d’ensembles A1 X --- X A, ot chaque A; € A;. L’ensemble des ensembles élémentaires est
une algebre et on note A1 ® ---® A, (on dit Ay tensoriel Ay ... tensoriel A,,) la tribu sur Q engendrée par
ces ensembles élémentaires.

Exemple. Pavés de RY.
Définition. On appelle espace mesurable produit des (0, A;); Uespace mesurable <H Q;, ®Ai> .
i=1 =1

Exemple. Pile / Face 2 fois.

1.1.3 Définitions et Propriétés d’une mesure

Définition. Soit (2, A) un espace mesurable. L’application p : A — [0,400] est une mesure si :
o 1(0) =0.

o Pour tout I C IN et pour (A;)ier famille disjointe de A (telle que A; U A; = O pour i # j), alors

] <U AZ-) = Z,LL(AZ-) (propriété dite de o-additivité).

i€l iel
Définition. Avec les notations précédentes :
o Si pu(Q) < 400, on dit que p est finie.
o Siu() < M avec M < 400, on dit que p est bornée.
o Sip(Q) =1, on dit que p est une mesure de probabilité.
Exemple. Cas de Q = R, de N, ou IR?.

Définition. Si (2, A) est un espace mesurable (resp. probabilisable) alors (2, A, p) est un espace mesuré
(resp. probabilisé quand p est une probabilité).

Remarque. Sur (Q,.A), on peut définir une infinité de mesures.
Propriété. Soit (2, A, 1) un espace mesuré et (A;)ic, une famille de A.
1. Si Ay C Asg, alors p(Ar) < p(Asz).



2. Si u(Ay) < 400 et u(Az) < 400, alors (A U Ag) + (A1 N As) = pu(Ay) + p(Asz).
3. Pour tout I CIN, on a <U AZ-) < ZH(AZ')~
iel icl

4. 8i A; C Aiy1 pour tout it € IN (suite croissante en sens de l'inclusion), alors (W(An))new est une suite
croissante convergente telle que

1 U A; | = lim p(A;) (méme si cette limite est +00).
ieN e

5. St Ajp1 C A; pour tout i € IN (suite décroissante en sens de Uinclusion) et u(Ap) < +oo, alors

(1(Ap))new est une suite décroissante convergente telle que p (ﬂ A | = i_léinoou(Ai).
i€IN

Exemple. 1. Soit (2, A, u) un espace mesuré. On définit v(A) = p(ANB) ot B € A. v mesure ¢

2. Si 1 et po mesures sur (Q, A), p1 + p2 et ap sont-elles des mesures ¢

Définition. Soit (2, A, 1) un espace mesuré et (A;)iew une famille de A.

1. On définit limsup(4, ), = ﬂ U Ap, (intuitivement, lim sup(A, ), est U'ensemble des w € Q tels que
nelNm>n
w appartienne & une infinité de Ay, ).

2. On définit liminf(A,,), = U ﬂ Ay, (intuitivement, iminf(A, ), est Uensemble des w € Q tels que
nelN m>n
w appartienne a tous les Ay, sauf a un nombre fini d’entre eux).

Exemple. Cas des suites croissantes et décroissantes d’ensembles.

Théoréme (Théoréme d’extension de Hahn - Caratheodory). Si 2 est un ensemble, F une algébre sur €2,
et v une application de F dans [0, +o0] additive (telle que v(AUB) = v(A) +v(B) pour AUB =), alors si
A est la tribu engendrée par F, il existe une mesure U sur la tribu A qui coincide avec v sur F (c’est-a-dire

que pour tout F € F, v(F) =v(F)). On dit que U prolonge v sur la tribu A.
Exemple. Définition de la mesure de Lebesque sur IR, IR",...
Définition. Soit (2, A, 1) un espace mesuré.

1. Pour A€ A, on dit que A est p-négligeable si p(A) = 0.

2. Soit une propriété P dépendant des éléments w de Q. On dit que P est vraie p-presque partout (-
presque sirement sur un espace probabilisé) si l’ensemble des w pour laquelle elle n’est pas vérifiée est
u-négligeable.

Exemple. o Mesure de Lebesgue sur IN ou @.

o La propriété “la suite de fonction fn(x) = a™ converge vers la fonction f(x) =07 est vraie A\-presque
partout sur [0, 1].

e Soit (R, B(IR), 1) et soit F' la fonction définie par F(x) = pu(] — 0o, x]) pour z € IR.

1.1.4 Fonctions mesurables

Rappel. Soit f: E— F, ou E et F sont 2 espaces métriques.
e Pour I C F, on appelle ensemble réciproque de I par f, Uensemble f~1(I) = {x € E, f(z) € I}.
o (f continue) <= (pour tout ouvert U de F alors f~1(U) est un ouvert de E).

Définition. Soit f: E +— F et soit T une tribu sur F. On note f~1(Z) l’ensemble de sous-ensembles de
tel que f~YZ) ={f"(I),I € I}.



Propriété. Soit (', A’) un espace mesurable et soit f : Qv Q. Alors f~1(A) est une tribu sur Q appelée
tribu engendrée par f.

Définition. Soit (Q, A) et (V, A") deuz espaces mesurables. Une fonction f : Q +— Q' est dite mesurable
pour les tribus A et A’ si et seulement si f~1(A’) C A (donc si et seulement siVA' € A, alors f~1(A’) € A).

Exemple. e Fonction indicatrice.
o Combinaison linéaire de fonctions indicatrices.

Remarque. Dans le cas ot (2,.A) est un espace probabilisable, et si f : Q+— IR, alors si f est une fonction
mesurable sur A et B(R), alors f est une variable aléatoire.

Exemple. Nombre de Piles dans un jeu de Pile/Face.

Remarque. Dans le cas ot (Q,.A) est un espace mesurable, et si f: Qw— (2, B(Q)), ot Q' est un espace
métrique et B(Q') l'ensemble des boréliens de V', si f est une fonction mesurable sur A et B(QY), alors f
est dite fonction borélienne.

Proposition. Soit (2, A) et (', A’) deuz espaces mesurables et f : Q — Q. Soit F une famille de sous-
ensembles de Q' telle que o(F) = A'. Alors

1. f7Y(F) engendre la tribu f=1(A).
2. (f mesurable) < (f~*(F) C A)

Conséquence. o Si (QA) et (U, A") sont deux espaces mesurables boréliens, alors toute application
continue de Q — Q' est mesurable.

e Pour montrer qu’une fonction f : Q +— IR est mesurable, il suffit de montrer que la famille d’ensemble

({w € Q fw) < ab)yep € A

Propriété. o Soit f mesurable de (R, A) dans (', A") et g mesurable de (¥, A") dans (", A”). Alors
gof est mesurable dans A et A'.

e Soit f1 mesurable de (Q, A) dans (1, A1) et fo mesurable de (Q, A) dans (Q2,A2). Alors h : Q —
Q1 x Qo telle que h(w) = (f1(w), f2(w)) est mesurable dans A et Ay @ As.

o Soit (fn)new une suite de fonctions mesurables de (2, A) dans (', B(Y)), ot ' est un espace
métrique, telle qu’il existe une fonction f limite simple de (f,) (donc Vw € Q, lim f,(w) = f(w)).

Alors f est mesurable dans A et B(§Y').

Définition. Soit f mesurable de (Q, A, 1) dans (¥, A’) et soit piy : A" +— [0, +00] telle que pour tout A’ € A,
on ait pug(A") = p(f~1(A4")). Alors g est une mesure sur (', A’) appelée mesure image de p par f.

Cas particulier. Si u est une mesure de probabilité et si X est une variable aléatoire alors ux est la mesure
(loi) de probabilité de la variable aléatoire X .
1.1.5 Cas des fonctions réelles mesurables

Propriété. Soit f et g deux fonctions réelles mesurables (de (Q, A, u) dans (R, B(R))). Alors a.f, f + g,
min(f, g) et max(f,g) sont des fonctions réelles mesurables.

Propriété. Soit (fn)new une suite de fonctions réelles mesurables. Alors inf(f,) et sup(f,) sont des
fonctions réelles mesurables.

Définition. Soit f: Q — IR. Alors f est dite étagée s’il existe une famille d’ensembles disjoints (A;)1<i<n

de Q et une famille de réels (a;)1<i<n telles que pour tout w € Q, on ait f(w) = Z a;lly, (w).
i=1

Remarque. Siles A; sont tous dans A tribu sur Q, alors f est A-mesurable.

Théoreme. Toute fonction réelle mesurable & valeurs dans [0, +00] est limite simple d’une suite croissante
de fonctions étagées.

Conséquence. Soit f une fonction réelle mesurable. Alors f est limite simple de fonctions étagées.



1.2 Intégration de Lebesgue

Dans toute la suite, on considére (€2,.4, 1) un espace mesuré.

1.2.1 Intégrale de Lebesgue d’une fonction positive

Définition. 1. Soit f =1,, ou A € A. Alors :
[ ran= [ sldnte) = ua).
2. Soit f=1,, ou A€ A et soit Be A. Alors :

/B fdu= /B f(w)du(w) = / T (A) (@) (@)dp(w) = (AN B).

n
3. Soit f une fonction étagée positive telle que f = ZaiﬂAw ot les A; € A et a; > 0 et soit B € A.
i=1

Alors :
[ = [ fn) = [1p@)1@du) = 3 auntdin B

i=1
Exemple. Fonction Ly, fonctions en escalier,...

Définition. Soit f une fonction A-mesurable positive et soit B € A. Alors lintégrale de Lebesgue de [ par
rapport a p sur B est :

/ fdu= /]IB(w)f(w)du(w) = sup {/ gdu, pour g étagée positive telle que g < f} .
B B
Propriété. Soit f une fonction A-mesurable positive et soit A et B € A. Alors :

1. Pour c >0, / cfd,u:c/ fdp.
B B
2. SiAC B, alors/ fd,ug/ fdu.
A B
3. Si g est une fonction A-mesurable positive telle que 0 < f < g alors 0 < / fdu < / gdpu.
B B

4. Si u(B) =0 alors / fdu=0.
B

Théoréme (Théoréme de convergence monotone (Beppo-Lévi)). Si (fy)n est une suite croissante de fonc-
tions mesurables positives convergeant simplement vers f sur ), alors :

Tim. ( / fndu) = / fdp = / Tim fdp.

Conséquence. Pour les séries de fonctions mesurables positives, on peut toujours appliquer le Théoreme
de convergence monotone et donc inverser la somme et l'intégrale.

Lemme (Lemme de Fatou). Soit (fy)n est une suite de fonctions mesurables positives alors :

/ (lim inf fn) dp < lim inf/fndu.

Exemple. Appliquer Fatou a (fy,) telle que fan, =14 et fop+1 = lp.



1.2.2 Intégrale de Lebesgue d’une fonction réelle et propriétés

Définition. Soit (Q, A, 1) un espace mesuré, B € A et soit f une fonction A-mesurable d valeurs réelles
telle que f = f — [~ avec fT = max(f,0) et f~ = max(—f,0). On dit que f est p-intégrable sur B si

/deu:/Bf+du—/Bf‘du-

Notation. Lorsque f est u-intégrable sur B, soit /|f|du < 400, on note f € LY(Q, A, n) (on dit que f
est L1).

/ |f]du < +00. On a alors
B

Exemple. Intégrale de Riemann et intégrale de Lebesgue.
Cas de la masse de Dirac.

Propriété. On suppose que f et g € LY(Q, A, ). Alors :

1 [tar+pau=a [ fau+ 5 [ gau pour (o) € B2

2.5 f<g alors/fd,ug/gdu.

Théoréme (Théoréme de convergence dominée de Lebesgue). Soit (f,)n est une suite de fonctions de
LY, A, ) telles que pour tout n € IN, |fn] < g avec g € LY, A, ). Si on suppose que (f,) converge
simplement vers f sur  alors :

lim fnd,u:/fd,u.

Extension. Le Théoréme de Lebesgue s’applique également dans le cas ol (fn)n converge presque partout
vers f.

o0
Exemple. Convergence d’intégrale dépendant d’un parametre : par exemple / 1f_£:v) —dx
0 x

Théoréme (Inégalité de Jensen). Soit (2, A, IP) un espace probabilisé, soit ¢ : R — IR une fonction convexe
et soit f: Q+— IR mesurable telle que ¢(f) soit une fonction intégrable par rapport ¢ P. Alors :

o(fsow) = foun

Exemple. Soit X une v.a. sur (Q, A, IP). Alors ¢ (IEX) < IE (¢(X)).

1.2.3 Mesures induites et densités

Théoréme (Théoreme du Transport). Soit f une fonction mesurable de (Q, A, p) dans (¥, A’) telle que s
soit la mesure induite par f (donc ps(A’") = p(f=1(A")) pour A’ € A’) et soit ¢ une fonction mesurable de
(', A") dans (R, B(R)). Alors, si ¢of € L1(Q, A, p),

[ o= [ nfan

Définition. Soit p et v deux mesures sur (2, A). On dit que p domine v (ou v est dominée par u) et que
v est absolument continue par rapport a p lorsque pour tout A € A, u(A) =0 = v(A) =0.

Propriété. Soit (Q, A, 1) un espace mesuré et f une fonction définie sur (2, A) mesurable et positive. On
suppose que pour A € A, v(A) = [ fdu. Alors, v est une mesure sur (2, A), dominée par u. De plus, pour

A
toute fonction g définie sur (2, A) mesurable et positive,

/gduz/g.fdu.

Enfin, g est v intégrable si et seulement si g.f est p intégrable.



Définition. On dit que p mesure sur (2, A) est o-finie lorsqu’il existe une famille (A;)icr, avec I dénombrable,
d’ensembles de A telle que |J A; = Q et p(A;) < +o0o pour tout i € I.

Théoréme (Théoreme de Radon-Nikodym). On suppose que u et v sont deuz mesures o-finies sur (€2, .A)
telles que p domine v. Alors il existe une fonction f définie sur (0, A) mesurable et positive, appelée densité

de v par rapport a p, telle que pour tout A € A, v(A) = / fdu.
A

Théoréme (Théoréme de Fubini). Soit Q@ = Q1 X Qo, A = A1 ® A2 et p = p1 @ pa (mesures o finies),
ot (Q1, A1, 1) et (Qa, Az, 2) sont des espaces mesurés. Soit une fonction f : Q — IR, A-mesurable et
w-intégrable. alors :

A fdp = /szl < o, f(wlvwz)dm(wz)) dpa (w1) = /szz ( o f(wl,wz)dul(wl)> dpz(w2).

1.2.4 Espaces [P

Définition. Soit (2, A, 1) un espace mesuré. On appelle espace LP(Q, A, 1), ot p > 0, ensemble des
fonctions f: Q — IR, mesurables et telles que [ |f|Pdu < +oo.

1/p
Définition. Pour f € LP(Q, A, 1), ot p >0, on note || f |,= (/ |f|pd,u) .

Propriété (Inégalité de Holder). Soit p > 1 et ¢ > 1 tels que Zl)—i— % =1, et soit f € LP(Q, A u) et
g€ LI, A pn). Alors, fge LY(Q, A, pn) et
I falislhflls-Ngllg-
Propriété (Inégalité de Minkowski). Soit p > 1 et soit f et g € LP(Q, A, p). Alors, f+g € LP(Q, A, n) et
IF+gle<lflp+lgly-

Remarque. Pourp > 1, | .||, définie ainsi sur une semi-norme sur LP(Q, A, ). Pour obtenir une norme,
il faut se place dans Uespace WP (Q, A, 1) obtenu en “quotientant” LP(Q, A, u) par la relation d’équivalence
f = g p-presque partout (c’est-a-dire que dans P (Q, A, 1) on dira que f = g lorsque f = g u-presque
partout).

Définition. Pour f et g € IL(Q, A, i), on définit le produit scalaire < f,g >= /fg dp. On muni ainsi
ILQ(Q,A, w) d’une structure d’espace de Hilbert. On dira que f est orthogonale a g lorsque < f,g >=0.

Conséquence. Si A est un sous-espace vectoriel fermé de ]LQ(Q,.A, ) (par exemple un sous-espace de
dimension finie), alors pour tout f € ILz(Q,.A, w), il existe un unique projeté orthogonal de f sur A, noté

fa, qui vérifie fo = Arginf || g — f ||2.
geA

2 Applications de la théorie de la mesure et de l’intégration en
Probabilités

2.1 Espérance de variables aléatoires

Définition. Soit X une variable aléatoire sur (Q, A,IP) un espace probabilisé. Alors si X € (2, A,TP),
on définit l’espérance de X par le nombre IEX = /XdIP. Plus généralement, si ¢ : IR — IR est borélienne

et si p(X) € ILN(Q, A, TP), on définit I'espérance de ¢(X) par E¢(X) = /¢(X)dIP.

Propriété. Si X est une variable aléatoire sur (Q, A,IP), si ¢ : R — R est borélienne telle que ¢(X) €
IL'(Q, A,TP), et si Py est la mesure de probabilité de X alors :

I ¢(X) = /IR o) P x ().



Conséquence. o SiIPx est absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue (donc X est une

v.a. dite absolument continue), de densité fx, alors IE ¢(X) :/ o(x) fx (x)dx.
R

o SiIPx est absolument continue par rapport a la mesure de comptage sur IN (donc X est une v.a. dite

discréte), de densité px, alors E¢(X) = pr (k) (k).
k=0

Propriété. 1. Soit X et'Y des variables aléatoires telles que X et Y € ILl(Q,A,lP). Alors pour tout
(a,b) € R?, aX +bY € ILY(Q, A, IP) et

E(aX +bY) = alEX + bEY.
2. Soit X une variable aléatoire sur (2, A, IP), et soit A € A. Alors E(I4(X)) =IP(X € A).

1 1
3. Soit X et'Y des variables aléatoires telles que X € P (Q, A, P) et Y € ILI(Q, A, P) avec — 4+ - =1
p q
etp>1,q>1. Alors X.Y € L'(Q, A, TP) et

E|X.Y| < (E[X]?)V?(E[Y[)"1.

4. Soit X et'Y des variables aléatoires telles que X et Y € ILP(Q, A, IP), avec p > 1. Alors X +Y €
LP(Q,ATP) et
(X + Y[9)7 < (BIXP?) P 4 (¥ )7,

5. Soit X wune variable aléatoire telle que X € IWP(Q, A, IP) pour p > 0. Alors pour tout 0 < r < p,
Xell"(Q,ATP) et
(X ") < (B|X )P,

6. Si X est une variable aléatoire sur (Q, A, IP), si ¢ : R — IR est une fonction borélienne convexe telle

que X et ¢(X) € ILY(Q, A, IP), alors
E(¢(X)) > ¢(EX).

Définition. Pour X et Y des variables aléatoires telles que X et Y € 1> (Q, A, TP), on définit la covariance
de X etY par
covX,)Y)=E[(X - EX)(Y —IEY)];

On appelle variance de X, var(X) = cov(X, X) =IE [(X — EX)?] = E(X?) — (EX)>.
Propriété. SurIL?*(Q, A, 1P), cov(.,.) définit un produit scalaire. De plus

lcov(X,Y)|? < var(X).var(Y).

2.2 Fonction de répartition et quantiles d’une loi de probabilité

Il y a une correspondance bijective entre la connaissance de IPx et celle de Fx = IPx (] — 00, z]). La fonction
de répartition permet également de définir les quantiles qui sont essentiels a la construction d’intervalles de
confiance et de test.

Soit « € [0,1]. Des propriétés de la fonction de répartition, on en déduit qu’il existe x, € R, tel que :

lim Fx(z) < a < Fx(zy). (1)
Soit I, = {z € IR tel que z,, vérifie (1)}. On appelle quantile (ou fractile, ou percentile en anglais) d’ordre
« de la loi IPx, noté g, le milieu de l'intervalle I,,. Evidemment, lorsque X admet une distribution absol-

ument continue par rapport a la mesure de Lebesgue, q, = F'y 1(a), ou Iy 1 désigne la fonction réciproque
de Fx.

Deux cas particuliers sont a connaitre :
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1/ pour a = 0.5, go.5 est appelé la médiane de IPx;

2/ pour @ = 0.25 et @ = 0.75 (respectivement), go.25 et go.25 sont appelés premier et troisieme quartile
(respectivement) de IPx.

3/ pour a =0.1,...,0.9, on parlera de décile de IPx.

2.3 Principales lois de probabilités

Loi uniforme discreéte :

C’est la loi de probabilité discrete & valeurs dans {1, ...,2,} telle que
P(X =ua;) = 1
=) =—.
1 1
On alors : EX = — (21 + ... +2,) et var(X) = — (23 4+ ... +22) — (EX)2.
n n

Loi de Bernoulli :

C’est la loi de probabilité discréte notée B(p) a valeurs dans {0, 1} telle que
P(X=1)=p e P(X=0)=1-p.

On alors : IEX = p et var(X) = p(1 — p).
Loi binomiale :

C’est la loi de probabilité discrete notée B(n,p) a valeurs dans {0,1,...,n} telle que

P(X=Fk =Ck.p" (1-p)"* pourke{0,1,...,n}.
On alors : X = X; + -+ + X, ot (X;) est une suite de v.a.iid. de loi B(p), don IEX =n-p et
var(X) =n-p(l —p).

Loi de Poisson :

C’est la loi de probabilité discréete notée P(6) a valeurs dans IN telle que

gk
IP(X:k):F e’ pour k € IN.

On alors EX = 0 et var(X) = 6.
Loi uniforme sur [a,b] :

Cette loi est généralement notée U([a,b]), ol —00 < a < b < oo. Clest la loi de probabilité & valeurs
dans [a, b] de densité par rapport a la mesure de Lebesgue :

1
fx(@) = 3= Doefap)-

Y
OnaalorsIEX:b+a (b a)'

Loi Gamma :
Cette loi est généralement notée v(p,0), ou p > 0 et § > 0. Clest la loi de probabilité & valeurs dans
IR+ de densité par rapport & la mesure de Lebesgue :

or —0-x

fX('r):me 'xpil']:[zen:hr.
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Figure 1: Représentation de la densité de la loi N'(0,1) et de la loi N'(—2,0.52)

On a alors [EX = g et var(X) = 0%
Si X ~~(p,0)etY ~~(q,0) avec X et Y indépendantes et p > 0 et ¢ > 0, alors X +Y ~ y(p + ¢, 6).

Pour p = 1, la loi v(p, ) est la loi exponentielle £(6).
Loi Béta :

Cette loi est généralement notée G(p,6), ou p > 0 et ¢ > 0. Clest la loi de probabilité & valeurs dans
[0,1] de densité par rapport a la mesure de Lebesgue :

2P(1 —x)9~t -1 I'(p)I'(q)
fx(x) = ——5—-aP7" L0y, ot B(p,q) = =———.
©)= "B <o »9=Tp1q
B 1 .
On a alors [EX = Bp+1.q) et var(X) = 2p d .
B(p.q) p+a)PP+aq+1)
Si X ~~v(p,0)etY ~~(q,0) avec X et Y indépendantes et p > 0 et ¢ > 0, alors Xiv "~ B(p,q).

Pour p =1, la loi v(p, 0) est la loi exponentielle £(8).
Loi normale (ou gaussienne) centrée réduite :

Cette loi est généralement notée A(0,1). C’est la loi de probabilité & valeurs dans IR de densité par rapport
a la mesure de Lebesgue :

Ona :

E(X)=0 et var(X) = 1.
Loi normale (ou gaussienne) de moyenne m et de variance o2 :
Si Z suit la loi N(0,1), X = m + oZ suit par définition la loi A'(m,o?), loi normale d’espérance m et
de variance 02. La densité de X est donnée par :

1 (x —m)?
x) = exp | ————] .
o) = e (-
La figure A.1. représente la densité de la loi normale centrée réduite et celle d’une loi normale non centrée
et non réduite.
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Figure 2: Représentation de la densité des lois x2(2), x%(3) et x*(5)

A partir de la loi gaussienne, on peut en déduire les lois suivantes.
Loi du x? & n degrés de libertés :

Soit X1, -+, Xp, n variables aléatoires indépendantes de loi A/(0, 1), alors
S=X{+-+X2

suit une loi du x? & n degrés de libertés, loi notée x?(n). Cette loi est & valeurs dans IR, d’espérance n et
de variance 2n. C’est aussi la loi Gamma ~y(n/2,1/2), c’est-a-dire que X ~ x?(n) admet pour densité par
rapport a la mesure de Lebesgue :

1

fx () = 72 T (nj2)

T
/21 exp (— 5) “Mgz>0p,

oo
ou la fonction Gamma est telle que I'(a) = / %1 e7® pour a > 0. Enfin, si X suit une loi x?(n), par
0

définition on dira que Y = ¢? - X suit une loi 02 - x?(n). La figure A.2. exhibe trois tracés différents de
densité de loi du x2.

Loi de Student a n degrés de libertés :

La loi de Student a n degrés de liberté, notée T'(n), est la loi du quotient
N

VS/n

ot N suit une loi A'(0,1) et S suit une loi x?(n), N et S étant deux variables aléatoires indépendantes. Il
est également possible de déterminer la densité d’une telle loi par rapport a la mesure de Lebesgue, a savoir,

T:

) s\ —(n+1)/2
R o] G B
XOBVG

ou la fonction Beta est telle que B(a,b) = pour a > 0 et b > 0. La figure A.3. illustre deux

I'(a+0)
exemples de cette densité, que I'on compare également avec la densité de la loi normale centrée réduite.

Remarque : Par la loi des grands nombres, plus n est grand, plus S est proche de son espérance qui vaut n.
Le dénominateur est donc proche de 1. Il s’ensuit que la loi T'(n) est d’autant plus proche d’une loi normale
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Figure 3: Représentation de la densité des lois T'(2), T(6), & comparer avec celle de la loi N'(0, 1)

que n est grand.

Un des principaux intérét de la loi de Student réside dans le fait que si X1, - - -, X,, sont n variables aléatoires
indépendantes de loi N'(m,o?), si on consideére la moyenne et la variance empiriques :
_ 1 - 1 _ _
X, = E(X1+"'+X”) et 62 = — (X1 = Xp)2 + -+ (Xa— X)?)),
alors _
g2

suit une loi de Student & (n — 1) degrés de liberté.
Loi de Fisher a n; et ny, degrés de liberté :

Soit Sy et Sy deux variables aléatoires indépendantes de loi respectives x?(n1) et x2(na). Alors par définition :

Sl/nl
F:
Sg/ng

suit une loi de Fisher & ny et ng degrés de liberté, notée F(ny,nsg).

Remarque : Par les mémes considérations que précédemment, la loi F' est d’autant plus proche de 1 que les
degrés de liberté n; et ng sont grands.

On a également les propriétés suivantes :

n
e Si F suit une loi F'(ny,n2), alors la loi de —L F est une loi beta de seconde espece de parametres

n2
(n1/2,n2/2), c’est-a-dire que F est & valeurs dans IR et admet la densité par rapport & la mesure de
Lebesgue :
1 ny/2—1
fX(fE>: —n;ll/?.n;lgﬂ x

I
B(n1/2,n2/2) (ng +ny - x)(mtn2)/2 {z>0}>

la notation B désignant encore la fonction Beta.

2n32 -2
e lorsque ng > 2 et var(F') = ny(m + nz —2)

e Si F' ~ F(ny,ng), alors IE(F) = 2 (s — 1) (s —2)°

lorsque ny > 4.

e Si T suit une loi de Student T'(n), alors T? suit une loi de Fisher F(1,n).
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Figure 4: Représentation de la densité des lois F'(2,20), F(20,2) et F(20,20)

La figure A.4. donne une idée de la distribution d’une loi de Fisher pour différents choix des parametres.

2.4 Indépendance
Définition. Soit (2, A,IP) un espace probabilisé.

o Soit (A;)ier une famille dénombrable d’événements de A. On dit que les événements (A;)icr sont
indépendants si et seulement si pour tous les sous-ensembles finis K C I,

P (ﬂ Al-) = [ P(4)).

i€EK €K

o Soit (A;)icr une famille de sous-tribus de A (donc pour tout i € I, A; C A). On dit que les tribus
(A;)ier sont indépendantes si et seulement si pour tous les sous-ensembles finis K C I, et pour tous
les événements Ay € Ag avec k € K, les Ay sont indépendants.

o Soit (X;)ier des variables aléatoires sur (2, A) a valeurs dans (R, B(R)). On dit que les v.a. (X;)ier
sont indépendantes si et seulement si les tribus engendrées (X; '(B(IR)))icr sont indépendantes.
Proposition. Si (X1, -, X,) sont des variables aléatoires sur (2, A, P). Alors les (X;) sont indépendantes

n
si el seulement st IP(x, . x,) = ®IPXi.

i=1
Proposition. Si (X;);c; sont des variables aléatoires indépendantes sur (0, A, IP). Alors les (X;) sont
indépendantes si et seulement si pour tout J C I, J fini, pour toutes fonctions boréliennes (g;);ec telles que
9;(X;) soit intégrable, alors

E | [[oX) | = [T EG(X))

JjeJ JjeJ

Corollaire. (X1, -+, X,,) sont des variables aléatoires indépendantes si et seulement si pour tout (t1,---,t,) €
R",

Bxy,xn) (t1, o5 ) = H ox, (t;).
j=1
Lemme (Lemme de Borel-Cantelli). Soit (A, )new une suite d’événements sur (2, A, TP).
1. Si ZIP(An) < 400 alors IP(limsup A4,,) = 0.

2. Siles (Ay) sont indépendants, Z]P(An) = 400 implique que P(limsup 4,) = 1.
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2.5 Vecteurs aléatoires

Définition. On dit que X est un vecteur aléatoire sur (2, A, TP), un espace probabilisé, si X est une fonction
mesurable de (9, A) dans (R, B(IRY)).

Définition. Soit X un vecteur aléatoire sur (Q, A,TP) d valeurs dans R®. Alors la loi (ou mesure) de
probabilité de X, IPx, est définie de fagcon univoque a partir de la fonction de répartition de X, telle que

pour x = (x1, -, xq),
d d

Fx(z) = Px([]] = 00, 2:]) = P(X € []] - o0, 2i)).

i=1 i=1

Propriété. Soit X un vecteur aléatoire sur (Q, A, P) d valeurs dans R®. On suppose que X = (X1,---, Xg).
Alors les X; sont des variables aléatoires sur (Q, A,TP), de fonction de répartition

FXi(‘Ti): zliIr}rm FX(CE],"',.’L'i,"',.’L’d)-
J

j#i

Les mesures de probabilités Px, déterminées de fagon univoque a partir des Fx, sont appelées lois marginales
de X.

On se place maintenant dans la base canonique orthonormale de IRY. Si Z est un vecteur aléatoire &
valeurs sur IR¢, on définit [E(Z), le vecteur dont les coordonnées sont les espérances des coordonnées de Z.
Ainsi, si dans la base canonique de R?, Z = (Zy,---, Zg),

A E(Zy)

7 B(Z,)

De la méme maniere, on définira ’espérance d’une matrice dont les coordonnées sont des variables aléatoires
par la matrice dont les coordonnées sont les espérances de chacune de ces variables aléatoires.

Ceci nous permet de définir la matrice de variance-covariance de Z de la maniere suivante :
var(Z) = B((Z - B(2)).(Z — B(Z))]

donc si Z = (Z1,--+,24q),

Zl V&I’(Zl) COV(Zl, Zg) e COV(Zl, Zd)
COV(Zl7 ZQ) V&I‘(ZQ) s COV(ZQ, Zd)
var : . . . :
Za Cov(Z1,Zq) Cov(Za, Zg) ---  var(Za)

matrice (d,d) dont les éléments diagonaux sont les variances et les éléments non diagonaux sont les covari-
ances des coordonnées de Z (remarquons que la variance de Z; est aussi la covariance de Z; et de Z7).

On vérifie également le résultat suivant : si C' est une matrice (p,d) & coordonnées constituées de réels
constants et si Z est un vecteur aléatoire a valeurs dans IRd, alors C' - Z est un vecteur de taille p de matrice
de variance-covariance

var(C' - Z) = C -var(Z) - C".
En particulier, si p vaut 1, alors C = k' ou h est un vecteur de taille d, et :
var(h' - Z) = h' -var(Z) - h.

Notez que cette derniére quantité est un scalaire. Soit Y7, .-, Y, des variables aléatoires indépendantes de
méme loi NV'(0,0?), indépendantes (ce qui, dans le cas gaussien, est équivalent a cov(Y;,Y;) = 0 pour i # j).
On considére le vecteur Y = (Y7, -+, Yy)". En raison de I'indépendance, Y est un vecteur gaussien admettant
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une densité fy (par rapport a la mesure de Lebesgue sur ]Rd) qui est le produit des densités de chacune des
coordonnées, soit :

Iy, ya) = ) X fra(y2) X X fy, (ya)

—d/2 1
= (2”02) / exp <—rﬂ(y% +e yﬁ))

2
= (2m0?) ~d/2 exp (__|2y|2 ) :
o

avecy = (y1,- -+, ya). On voit donc que la densité de Y ne dépend que de la norme ||Y|| : elle est constante sur
toutes les spheres centrées en zéro. Cela implique qu’elle est invariante par rotation ou symétrie orthogonale
d’axe passant par 0 : elle est invariante par toutes les isométries de R : on dira que Y suit une loi gaussienne
isotrope. Rappelons que les isométries correspondent a des changements de bases orthonormées (BON). En
conséquence, on a la premiere propriété importante :

Propriété. Soit Y un vecteur aléatoire de RY de loi normale isotrope variance o2, c’est-a-dire que dans

une BON les coordonnées de Y wvérifient IE(Y) = 0 et var(Y) = o2 - Id. Alors les coordonnées de Y dans
toute BON sont encore des lois N'(0,0?) indépendantes.

Voici maintenant I'un des résultats (encore appelé Théoréme de Cochran) que nous utilisons le plus et
nous en donnons donc une démonstration.

Théoréme (Théoreme de Cochran). Soit E; et Fo, deus sous-espaces vectoriels orthogonauz de E = IR?
de dimensions respectives ki et ko et soit Y un vecteur aléatoire de R de loi normale centrée isotrope
de variance o*. Alors Pg,(Y) et Pr,(Y) sont deuz variables aléatoires gaussienne centrées indépendantes
et | P, (Y)||? (resp. ||Pg,(Y)||?) est une loi o® - x?(k1) (resp. o2 - x%(k2)). Ce théoréme se généralise
naturellement pour 2 < m < d sous-espaces vectoriels orthogonaur (F;)1<i<m de E = Re.

Démonstration : Soit (e1, -+, ex,) €t (€g, 41, ", €ky+ky ) deux BON de Ey et Ey (respectivement). L’ensemble
de ces deux bases peut étre complété en

(61, Ty Chyy Chi41y 7" Chitkay Chitka+1s ed)
pour former une BON de IR? (du fait que E; et E; sont orthogonaux).
Soit (Y1,---,Yy), les coordonnées de Y dans cette base; elles sont indépendantes de loi N(0,02) car le

changement de base est orthonormal et nous avons vu que la distribution de Y était conservé par transfor-
mation isométrique. Comme

> Vi \
PEl(Y):YVlel—i_"'—i_Ykle/ﬂ = ||PE1(Y)||2:02 ((;) ++( 0_1) )

Vs )’ Y, ?
PEz(Y) = Yk1+1e/€1+1 +ee Ykl-‘rkzekl-i—kz = ||PE2(Y)||2 = o’ <(%) Tt (%) ) ’

On voit bien ainsi I'indépendance entre les deux projections et le fait que la loi de ||Pg, (Y)|?> (resp.
| Pe, (Y)||?) est une loi 02 - x2 (k1) (vesp. o2 - x%(k2)).

On peut définir plus généralement un vecteur gaussien Y & valeurs dans IR? (non dégénéré), d’espérance
we IR et de matrice de variance-covariance ¥ quelconques (du moment que ¥ soit une matrice de Toeplitz
définie positive). Cela équivaut a définir un vecteur aléatoire de densité par rapport a la mesure de Lebesgue
sur ]Rd,
(2m)—"/? 1 N
frly) = —5—exp(—5y—pn)' " (y—n) .
12 2

pour y € RY, et avec |2| le déterminant de la matrice . Remarquons une nouvelle fois que 1’espérance et
la variance définissent complétement la loi de probabilité d’un vecteur gaussien.

A partir des propriétés générales sur les vecteurs aléatoires, on obtient le fait que :
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Propriété. Soit Y un vecteur gaussien d valeurs dans RY (non dégénéré), d’espérance p € R? et de matrice
de variance-covariance Y. Soit C une matrice réelle de taille (p,d) oup € IN*. Alors C'-Y est un vecteur

gaussien tel que :
C-Y~NC-u,C-%-C"

On en déduit les conséquences suivantes :

e si Y est un vecteur gaussien isotrope de R? de variance o2 et h un vecteur de IR?, alors b/ - Y est une
combinaison linéaire des coordonnées de Y tel que :

R -Y suit la loi N'(0,02 - b’ - h) = N(0,0% - ||h]?)

e si Y est un vecteur gaussien d’espérance u et de matrice de variance X et si A un vecteur de RY, alors
h'-Y est une combinaison linéaire des coordonnées de Y et :

h'-Y suit la loi unidimensionnelle N'(h" -y, h’ - X - h)

(Pour une présentation plus détaillée des notions sur les vecteurs gaussiens on peut consulter le livre P.
Toulouse, 1999, chap.2)

2.6 Fonctions caractéristiques et génératrices

Définition. Soit X un vecteur aléatoire sur (0, A, IP) d valeurs dans R®. La fonction caractéristique de X
est la fonction ¢x : RY — C telle que

bx(t) = Blexpli < t, X >)] = / EI<ET> P (1),
R4
d
ou < . > désigne le produit scalaire euclidien sur RY tel que < t,z >= Ztﬂ?i pour t = (t1,---,tq) et

i=1
x= (21, ,24q).

Remarque. La fonction génératrice existe sur IR et ¢x(0) = 1. ¢px est aussi la transformée de Fourier de
la mesure IP x .

Théoréme. Soit X et Y des vecteurs aléatoires sur (2, A, IP) d valeurs dans RY, de lois Px et Py. Alors
IPx = Py si et seulement si ¢px = Py .

Théoréme (Théoreme d’inversion). Si X est un vecteur aléatoire sur (Q, A,1P) d valeurs dans R et si ¢x
est une fonction intégrable par rapport a la mesure de Lebesque A\g sur RY, alors X admet une densité fx
par rapport a A\g telle que pour x € RY,

1 —i<t, x>
(@) = /IR e (1),

Proposition. Si X est une variable aléatoire sur (2, A,IP) de fonction génératrice ¢px. Alors si IR(|X|") <
+o00 (ou X € L"(Q, A, IP)), ¢x est n fois dérivable et (bf)?) (t) = i"IE(X "X,

Remarque. Lorsque ces moments existent, on a i"IE(X") = gzl)(O).
2.7 Convergence de suites de variables aléatoires
Définition. Soit (X, )new une suite de variables aléatoires sur (Q, A, IP). On dit que

o (X,,) converge en probabilité vers X, noté X, N X, lorsque pour tout € > 0,

n—-+0o0o

lim P(|X, — X| >¢) =0.
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e (X,,) converge dans P (Q, A, IP) vers X, noté X, e, X, avec p > 0, lorsque
n—-+4oo
lim E|X, — X[” =0.

n—oo

o (X,) converge en loi vers X, noté X, £, X, lorsque,

n—-+4oo

lim Fx,(x) = Fx(x) pour tout x € R tel que Fx continue en x.

n—oo

o (X,,) converge presque sirement vers X, noté X, 22X, lorsque pour tout € > 0,

n—-4o0o
lim P(sup | X,, — X|>¢)=0.
n—oo m>n
Propriété. 1. ps.etll? — P — L.
2. pour q > p, L9 — ILP.
3. La convergence en loi n’entraine pas la convergence en probabilité. Mais (X, % C) = (X, % C)
n—-+4o0o n—roo
pour C' une constante.
4. Si g est une fonction borélienne continue alors (X, %» X) = (9(Xn) % g(X)).
n—-1+0oo n—-rroo

o0
Propriété. 1. Sipourtoute >0, Z P(|X, — X|>e¢) <400 alors X, p'—i} X (application du Lemme
n—-rroo
n=0

de Borel-Cantelli).

2. Si il existe v > 0 tel que IE(]X,|") < +00 et Z]E(|Xn - X|") < 400 alors X, p'—i» X.
"0 n—-1+0oo
Théoreme (Loi faible des Grands Nombres). Soit (X, )new une suite de variables aléatoires indépendantes

et identiquement distribuées. Alors si IB(|X;]) < +oo,
X4 4Xa P
=

n n—-+4oo

yn m = IEXl
Théoréme (Loi forte des Grands Nombres). Soit (X, )new une suite de variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées. Alors si IB(|X;]) < +oo,

— X1_|_..._|_Xn p.s.
= =5

n n—+00
Théoréme (Théoreme de la limite centrale). Soit (X, )neN une suite de variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées. Alors si 0? = [EX? < 400, et m = [EX;,
Xo-m -

== L A0, ).

g n—-+o0o

Théoréeme (Loi forte des Grands Nombres multidimensionnelle). Soit (X, )nen une suite de vecteurs
aléatoires & valeurs dans R?, indépendants et identiquement distribués. Alors si B(||X;||) < +oo (pour

.| une norme sur R?),
- Xi++Xn pe
¥, =t et X ey
n n—-+00
Théoréme (Théoréme de la limite centrale multidimensionnel). Soit (X, )newN une suite de vecteurs aléatoires
a valeurs dans R?, indépendants et identiquement distribués. Alors si ¥ matrice de covariance de chaque

X; existe, et m = EX;,
¢Wm—@ = Nu0,3).

Théoréme (Delta-method). Soit (X,)new une suite de vecteurs aléatoires & valeurs dans R?, indépendants
et identiquement distribués, telle que X matrice de covariance de chaque X; existe, et m = IEX;. Soit

g: R? — R? une fonction de classe C* sur un voisinage autour de m, de matrice Jacobienne J,(m) en m.
Alors,

V(9K = g(m)) = Na(0, Jy(m) - X - Ty (m)).

n—-+o0o
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2.8 Espérance conditionnelle

Définition. Soit Y une variable aléatoire sur (0, A, IP). SiB est une sous-tribu de A et siY € IL*(Q, A, P).
Alors on note IE(Y | B) la projection orthogonale de Y sur ]Lz(Q,B, P), appelée espérance conditionnelle de
Y sachant B. Ainsi :
E[Y -EY|B)f= inf {IE Y — Z|2}.
ZEIL2(Q,B,IP)

Par extension, si Y € ILI(Q,A,IP), on définit ’espérance conditionnelle par rapport a B, comme l'unique
(p.s.) variable aléatoire, B-mesurable vérifiant p.s. :

/ E(Y |B)dP = / Y dIP, pour tout B € B.

B B

Définition. Par convention, si X un vecteur aléatoire a valeurs dans R™ sur (Q, A, IP) et si Y une variable
aléatoire sur (2, A,TP), on note IE(Y | X) = IE(Y | X "Y{(B(IR))).

Propriété. 1. Lemme de Doob : PourY € IL'(Q, A,1P), et X une v.a. de(Q, A,P), alors p.s. B(Y | X) =
h(X), avec h une fonction borélienne.

2. Pour Yy et Ys deuz variables aléatoires sur (2, A,TP), et (a,b,c) € R?, alors

E(aYr + bYs + ¢| B) = alE(Y1 | B) + bIE(Y2 | B) + c.

3. Si Y1 <Ya, alors IE(Y; | B) < IE(Yz | B).

4. Le Lemme de Fatou, les théorémes de Beppo-Levi, Lebesque et Jensen s’appliquent avec l’espérance
conditionnelle.

5. 8iY € L*(Q,B,IP), alors IE(Y | B) = Y; ainsi E(g(X) | X) = g(X) pour g une fonction mesurable
réelle.

6. On o IE(IE(Y | B)) = EY.

7. Si Y-YB(IR)) et B sont indépendantes alors (Y | B) = IEY; ainsi, si X et Y sont indépendantes,
E(Y|X) = EY.

8. Si (X,Y) est un couple de v.a. & valeurs dans IR? possédant une densité J(x,y) par rapport a la mesure
de Lebesgue, alors si X est intégrable ,

_ = Imy fen (@) dy
B =) = T @) dy

,  pour tout x tel que / foxyy(@,y)dy > 0.
R

Proposition. 5i (Y, X1, -, X,,) est un vecteur gaussien, alors IE(Y | (X1, -+, X,)) = ap+a1 X1+ - +a, X,
ou les a; sont des réels.

3 Estimation paramétrique

3.1 Définitions

Dans toute la suite, on se place sur (€, .4,IP) un espace de probabilité. On considere (X,,),n une suite de
variable aléatoire, ot chaque X; est définie sur (2,4, 1IP) et est & valeur dans ' C RR.

Définition. e On appelle modéle statistique de dimension n un espace ()", AL, pu), ou Al est une
tribu sur ()" et p une mesure de probabilité sur ((Q')™, Al).

e On appelle échantillon de taille n du modéle statistique ((V)™, AL, i) le vecteur aléatoire (X1,...,Xp)
distribuée selon la loi . Pour w € Q, (X1 (w), ..., Xn(w)) vecteur de R™ est appelé échantillon observé.
C’est & partir et sur ce vecteur que le travail statistique s’effectue (en général).

Définition. On appelle :
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o Modeéle statistique paramétrique, une famille de modéle de la forme : ()", AL, IPg,0 € O), o © C
RP.

o Modéle statistique semi-paramétrique, une famille de modele de la forme : ((2')", A}, IPg.5),0 € O, f €
F), ot © CRP et F nlest pas de dimension finie.

o Modéle statistique non-paramétrique, une famille de modéle de la forme : ((V)", AL, Py, f € F), ot
F n’est pas de dimension finie.

Définition. o On dit que le modéle paramétrique : ()™, Al Py, 0 € ©), ot © C IRP, est dominé par
une mesure [ lorsque TPy est absolument continue par rapport a p pour tout 6 € ©.

e On se place dans le cadre d’un modéle paramétrique ()", A, IPg,0 € O), ou © C IRP, dominé par

une mesure . Pour (x1,--+,xy,) € ()", la fonction 8 € © — Lg(x1, -, x,) = %(xl, < xy,) est
appelée une vraisemblance du modéle statistique.
Exemple. e Dans le cas ot p est la mesure de Lebesque sur IR", la vraisemblance sera la densité
(classique) en (x1,- -, Ty).
e Dans le cas ot p est comptage sur IN™, la vraisemblance sera la probabilité en (x1,- -+, xy).

o Attention ! si le support de Py dépend de 0, la mesure qui domine (ainsi que ' et Al ) ne peut
dépendre de 0 : il ne faut pas oublier de le préciser dans l’expression de la vraisemblance.

Définition. Lorsque l'on dispose d’un échantillon (X1,...,X,) du modéle statistique (()", AL, ), une

statistique T,, est une application mesurable de ()", A.) dans (R?, B(IRY)), donc un vecteur aléatoire
défini sur (Q, A, IP) a valeur dans R?, et telle que :

To=h(X1,....,X,), ot h:(Q)"— R est mesurable.

Exemple. FEstimateur du paramétre d’une loi de Bernoulli.

Estimateur de l’espérance et de la variance par la moyenne et la variance empirique.
Estimateurs du paramétre 6 d’un n-échantillon (X1, --,X,) de loi uniforme sur [0, 6].
Test sur la moyenne.

3.2 Statistiques exhaustives

On se place désormais dans le cadre d’une modele statistique paramétrique ((2)", A, IPy,0 € ©), ou
O C IR?, dominé par une mesure u.

Exemple. 1. Soit le modéle statistique paramétrique ([O, oo™, B([0, 0o[™),U([0, ])®™, 6 €]0, —l—oo[). On dis-
pose donc d’un n-échantillon (X1,---,X,) de v.a.i.i.d. suivant une loi uniforme sur [0,6]. Si on considére
max{X;...,X,} cela semble suffire pour posséder toute l’information sur 6 que contenait (X1,...,X,) : on
a donc résumé ”7information” sur 0 contenait (X1,...,X,), un vecteur de taille n, par une statistique de
taille 1.

2. De méme, si on considére le modéle statistique paramétrique ({0, 1}, P({0,1}"™), B(p)®", p € |0, 1]) (on
dispose donc d’un n-échantillon (X1,---,X,) de v.a.i.i.d. suivant une loi de Bernoulli de paramétre p) alors
la statistique X1 + -+ - + X, contient toute I””information” sur p contenue dans Uéchantillon (X1,...,Xy,).

Comment exprimer formellement ce fait qu’une statistique puisse résumer a elle seule toute l'information
sur le paramétre ?

Définition. Soit T une statistique du modéle statistique paramétrique dominé & valeurs dans R, On dit
que T' est une statistique ezhaustive si pour toute statistique S intégrable (donc dans L ()", AL, Py))
alors TEg(S | T) ne dépend (Py-presque sirement) pas de 6.

Théoréme (Théoreme de factorisation de Neyman). Soit (X1,---,X,) un n-échantillon et soit T une
statistique du modele statistique paramétrique dominé avec T a valeurs dans R?, ot d € N*. La statistique
T est exhaustive si et seulement s’il existe une fonction h : R™ — IRy et une fonction gy(.) : RY — R,
telle que 'on puisse écrire pour tout (1,...,xy,) € ()" :

~

Lo(z1,...,20) = go(T(21,...,20)) - h(z1,...,2,) pour tout 6 € O.
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Lemme. Soit le modéle statistique paramétrique ((¥')™, A, TPy, 0 € O), ou © C IRP. Alors ce modéle est
dominé si et seulement si il existe une sous-famille dénombrable (IPy,);eN telle que pour tout A € A, Vi € IN,
Py, (A) = 0 entraine V0, IPg(A) = 0. Toute mesure de probabilité de la forme P* = 3, a; - Py, avec
c; > 0 pour tout 1 € IN et Ziem c¢; = 1 domine le modéle.

Démonstration du lemme : <= Il est bien clair que si une telle mesure P* existe, le modele est dominé.
= Montrons maintenant que si le modele est dominé par une mesure p alors la famille (Pp,);en existe.
En premier lieu, si p est une mesure non finie mais o-finie (par exemple la mesure de Lebesgue), alors pp

=1 ANA;
définie par pp(A) = Z ?% pour tout A € A, est une mesure de probabilité équivalente a p (avec
i=1 ¢

(A;)iew+ une partition de (/)™ telle que 0 < p(A;) < oo pour tout ¢ € IN*). On travaille donc désormais
avec [p.
Pour 6 € O, soit By le sous-ensemble de (2')" C IR™ qui est le support de la densité de IPy par rapport & .
Soit

C:{UB‘%v ICIN,GZ'GG},

iel

I'ensemble de toutes les unions dénombrables d’ensembles By. On note M = supgce pp(C). Soit (Cp)nenw
une suite d’ensembles de C telle que la suite (up(Cy))n converge vers M (une telle suite existe forcément
sinon M ne serait pas le supremum). Remarquons que chaque C; étant une union dénombrable de By, , alors
une suite (6,,) de 0 suffit pour engendrer la suite (Cy,)nen. Si on pose :

D= |]J Cn= | By,

nelN keIN

alors M = pp(D) et pour tout § € ©, BgU D € C et :
pp(BopUD) <M < up(BgUD) = pup(Bs N D)+ pp(D)

Donc pour tout 8 € O, up(BsN D) = 0 soit V0 € ©, IPy(By N D) = 0 puisque IPy << pp. En conséquence,
pour tout A € A/, A C By UBgj = ()", soit :

Py(AN D) =0, car par définition des By, IPy(Bg) = 0.

Si on suppose maintenant que A € A/ est tel que Py, (A) = 0, avec la suite () précédemment définie,
alors up(A N By, ) = 0 par définition des By et donc up(AN D) =0 (par la propriété de o-additivité d’une
mesure). Comme Py << pp, on en déduit que V0 € O, Pg(AN D) = 0 et donc IPy(A) = Py(AN D)+ =
IPy(AND°) =0. Ainsi, IP* domine bien IPy pour tout 6 € ©. |

Démonstration du Théoréme de factorisation de Neyman : Soit IP* = . 1 a; - IPp, une mesure de proba-
bilité dominante construite comme dans le lemme. R

<= Sigo(T(x))-h(x) avec x € ()" est la densité de Py par rapport & j, alors Y, @i - go,(T'(x)) - h(zx) =
9+(T(x)) - h(z) est une densité de P* par rapport & u. Alors, comme g, (T(z)) - h(z) > 0 P*-p.s., donc
IPy-p.s., pour toute variable aléatoire S intégrable, pour tout 6 € © :

Eo(S-Ip) = / SdIPy, pour tout B € o(T), tribu engendrée par T
B
= | S@-g0(T()- h(z)du(z)
B g-(T(x)) - h(x
T
_ ]E*(IIB ) ge(A) -S)
9+(T)
T .
= IE. (IIB g0 Efi -IEL (S | T)) (d’apres la définition de Pespérance conditionnelle)
9x
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En conséquence, d’aprés la définition de Iespérance conditionnelle dans I'((Q')", A, TPy), on a IPp-p.s.,
E.(S|T)=IEs(S|T): lastatistique T est bien exhaustive.
= On suppose que T est une statistique exhaustive pour le modele. Donc pour toute statistique intégrable

~ ~ dIP
S, V0, IE.(S | T) =1IEy(S | T). En conséquence, si on note ¢(x,0) = lee (x) la densité de IPy par rapport
AP, "
Eo(S) = IE¢(E.(S] f)), (car T est exhaustive et d’aprés les propriétés de Iespérance conditionnelle)

A6(X,0) - EL(S | T)), ouX ~IP,
« _IE)* (¢(X, 0) - E.(S | f) | f)] , (d’apres les propriétés de I’espérance conditionnelle)

B (S B (0(X,0) | T) | T)]

E
E
- E. :IE*(gb(X, 9) | f) ", (S | f)} . (car B, (S | f) est une fonction de T)
E
E, :S-IE* (6(X,0) | f)}

Ainsi, la variable aléatoire IE. (¢(X,6) | f), qui est une fonction de 7 (qui est elle-méme une fonction sur
(Q)™), est la densité de IPy par rapport & IP,. Par suite, la vraisemblance, qui est la densité de Py par
rapport a u, s’écrit :

Lo(z1, ... 1n) = —2(z1,...,2p) = (@1, xn) = Eu(¢(X,0) | T) - h(ar,. .. az,),

avec h une fonction mesurable. [ |

Exemple. Différentes statistiques exhaustives pour les modéles paramétriques de loi uniforme, de loi de
Bernoulli, de loi gaussienne...

Propriété. On se place dans le cadre d’un modéle paramétrique dominé.

1. La statistique T = (X1,...,Xn) est exhaustive.

2. S T est une statistique exhaustive et s’il existe une fonction borélienne h telle qu’une autre statistique
U vérifie T = h(U), alors U est également exhaustive.

On vient de voir que 'on peut toujours trouver une statistique exhaustive (I’échantillon lui-méme par ex-
emple). Comme on aurait plutét tendance & vouloir le "maximum d’information” dans une statistique
exhaustive, lorsque le parametre est dans IRY, on aimerait savoir quelle dimension minimale peut avoir
cette statistique. En particulier, si d = 1, peut-on toujours trouver une statistique exhaustive de taille 1 7
L’exemple suivant montre que ce n’est pas toujours le cas :

Exemple. Soit le modéle statistique ([0, 00", B([0,00[™), (IPg)®",0 € R4), ou la densité de Py par rapport
a la mesure de Lebesque est : fo(x) = 0(e? —1).e=0* Wycpo,6)-- Alors les statistiques Ty = max(Xy,...,X,)
et fg = X1+ ...+ X, ne sont pas chacune exhaustive alors que T = (fl,fg) est exhaustive. On pourra
méme montrer que cette statistique est de taille minimale...

Définition. Une statistique exhaustive T du modele statistique paramétrique dominé avec T est dite mini-
male si pour toute autre statistique exhaustive U est telle qu’il existe une fonction borélienne h vérifiant :

T = n(D).
Proposition. Soit un modéle statistique paramétrique dominé et soit Lg(x1, ..., x,) sa vraisemblance. Alors
T est une statistique exhaustive minimale pour ce modéle lorsque V(z1,...,x,) € (V)™ et Y(y1,...,yn) €
«@)",
L . ~ ~
(9 — Lo(@1,: . %n) ne dépend pas de 9) = (T(:cl, ceyxn) =T (Y1, - - ,yn)) (2)
LG(ylu e 7yn)
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Démonstration de la proposition : On suppose que (2) est vraie et on suppose (sans perte de généralité) que
la vraisemblance est strictement positive. Soit ¢ € Im(T'((€)")). Notons 2z € T=1({t}) C ()". Alors
vz e T-1({t}), T(z) = T(xT@D)) et donc d’apres (2),

Lo(x)

h(zx) = ——=*—est indépendant de 6.
Lo(@@G))

Posons go(t) = Lo(z®). Alors Lyg(z) = go(T(x)) - h(z). Comme ceci est vrai pour tout z € ()", la
statistique 7' est bien exhaustive.
Supposons maintenant que S est une autre statistique exhaustive. Alors par le théoreme de factorisation

de Neyman, il existe deux fonctions gés) et h(®) (ne dépendant pas de ) telles que pour tout = € ()",

Ly(x) = gés)(g(x)) -9 (z). Ainsi pour tout z € ()" et y € ()" tels que S(z) = S(y), alors :

(S(@)) h (@) K (x

S
= = ) qui est indépendant de 6.
S

(S(y)-h(y)  h ()’

Lo(y)

_ o’

g(S)
Mais d’apres (2) ceci n’est possible que si f(x) = f(y) Donc 7T est une fonction de S et la statistique T est
donc minimale. B
Qu’elle serait une sorte d’opposée de la notion de statistique exhaustive minimale ? Ce devrait étre une
statistique ne dépendant pas du parametre, soit :

Définition. Une statistique T d’un modéle paramétrique est dite libre si sa loi ne dépend pas du parameétre.

Or, de fagon assez surprenante il peut arriver qu'une statistique exhaustive minimale comprenne une statis-
tique libre, qui intuitivement ne devrait pas étre prise en compte pour donner toute l'information sur 6
(soit par exemple la loi IPy discrete et équidistribuée sur {6 — 1,6,6 + 1}; pour un échantillon de taille 2,
la statistique (X(Q) - X)), X1 + X>) est exhaustive minimale, mais X(2) — X(1) est libre). Aussi peut-on
rajouter une autre caractérisation des statistiques exhaustives pour pouvoir atteindre une forme d’optimalité
pour ces statistiques, qui serait qu’aucune fonctionnelle non constante de la statistique ne peut étre libre.
Cela peut également se traduire de la fagon suivante :

Définition. Une statistique exhaustive T du modeéle statistique paramétrique dominé avec T & valeur dans
RY est dite compléte si pour toute fonction borélienne h : RY - R telle que h(T) soit intégrable, alors :

Vo€, Eg(h(T)=0 = h(T)=0.
Propriété. Soit un modele statistique paramétrique dominé.

1. si T est une statistique exhaustive compléte alors pour toute fonction borélienne h bijective h(f) est
une statistique exhaustive compleéte.

2. si T est une statistique exhaustive compléte alors T est une statistique erhaustive minimale.

3. (Théoréme de Basu) si T est une statistique exhaustive compléte alors T est indépendante de toute
statistique libre sur le modéle.

Démonstration de la propriété : 3. Théoreme de Basu. Soit S une statistique libre pour le modele et soit f

une fonction telle que IEq(f(S)) existe. Comme S est libre, on peut noter e(f) = Eg(f(S)) une application
linéaire ne dépendant pas de 6. Par suite, la statistique IE,(f(S) | T') —e(f) est une fonction de T mesurable

telle que IEg (]E#(f(g) | T) — e(f)) = 0 pour tout # € ©. Comme on a supposé que T est exhaustive
complete, alors IE, (f (S) | T) = e(f) presque-siirement : les statistiques S et T sont indépendantes. |

Définition. On suppose un modéle paramétrique ()", AL, Py, 0 € © C IR?) dominé par une mesure p.
Si, pour tout (x1,--+,x,) € ()" et 0 € O, la vraisemblance de ce modéle par rapport a p peut s’écrire sous
la forme :

p

Lo(x1, -, 2n) =exp | B(0) +b(x1,- -, zp) —i—Zaj(xl,---,;vn) ~a(0) ], (3)

Jj=1
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avec les fonctions a; : ()" - R, b: ()" - R, a; : © CIR? - R, et §: O — IR, alors on dit que le
modéle est exponentiel (ou qu’il appartient d la famille exponentielle).

Exemple. Appartiennent a la famille exponentielle les lois :
e Loi discretes : Lois de Bernoulli, binomiales, de Poisson,...

e Loi "continues” : Lois normales, exponentielles, gamma, du chi-deuz,...

Remarque. Si (X1, -, X,) est un n-échantillon d’un modéle exponentiel (avec 0 fixé) alors l’ensemble des
valeurs prises par (X1, -+, X,) ne dépend pas du paramétre 6.

Propriété. Soit un modéle exponentiel. Si pour tout @ € © on note a(f) = (a1(0), ..., ap(0)) et sil’ensemble
a(O) est d’intérieur non vide, alors T'(z1,---,xn) = (a1(z1, -+, Tn), ..., ap(T1, -+, &n)) est une statistique

erhaustive minimale et compléte.

Démonstration de la propriété : Soit g : RP — IR telle que IEy (g(f)) =0. Or,Vh € O,

~ ~

Balg() = [ o0@)-exp (300) + b+ < T@),0(0) > ) du),

ou < .,.> désigne le produit scalaire. En considérant la mesure v de densité exp(b(x)) par rapport & u, on
obtient :

A~ ~

Bo(g(M) =0 = | = o(T(@) exp(<T(x),a(0) >)dv(w) = 0
= [ 90 < 00 >) () =0

pour tout 6 € ©, en ayant noté vz la mesure image de v par T et avec T(()™) € IRP. Si on note gt et g~
les parties positives et négatives de g (donc g = gt —g7), et 77 et 7~ les mesures de densités g et g~ par
rapport a vz, alors, pour tout 6 € © :

/A exp(< 3, a(8) >) dn* (y) = /A exp(< g, a(8) >) dn~ (y).
T((Q)™) T(Q)™)

En conséquence sur ©, donc sur une partie d’intérieure non vide, les mesures 77 et 7~ ont des transformées
de Laplace égales : ces deux mesures sont donc égales et donc gt = g~ v-presque partout (ce qui revient

a g =0). A partir des expressions des différentes mesures, on montre que g = 0, f(]Pg)-presque partout. Hl

3.3 Information de Fisher

Pour mesurer 'information fournit par un modéle paramétrique dominé (ou une statistique sur ce modele) au
sujet d’un parametre, une idée naturelle serait de mesurer comment varie localement la mesure de probabilité,
ou encore sa vraisemblance. Les fluctuations moyennes de cette vraisemblance serait donc un bon indicateur :
pour ce faire on considérera, lorsqu’il existe grady(Lg(X1, -+, X,)), et on s’intéressera & la matrice de
covariance de grady(Lg(X1,--+, X)), dont on peut montrer qu’elle ne dépend pas du choix de la mesure
dominante choisie. Précisons d’abord la notion de modele régulier qui nous permettra de définir cette
quantité d’information.

Définition. Dans le cadre d’un modéle statistique paramétrique ((0)", A, TPy, 0 € ©), ot © C RP, dominé
par une mesure [, on dira que ce modéle est régulier lorsque :

1. © est un ouvert de IRd;
2. la vraisemblance Lg(.) vérifie ¥(z1,...,x,) € ()", V0 € ©, Lg(x1,...,zy) > 0;

3. Y(x1,...,xn) € (), la fonction 0 € © — log(Lg(.)) est différentiable sur © par rapport a 0, et son
gradient appartient o ()", A,,TPp) VO € ©;
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4. V0 € ©, pour toute fonction h : R" — TR appartenant a ' ()", A, TPy), alors :

g [ b L@ dute) = [ he) - Lot duo) (4)

@)r @)n
Conséquence. Pour un modéle régulier, Iy (gmde(log Lg(.))) =0.

grade(Le(-)))
Lo(.)
soit 1B (grady(log Le(.))) = 0. |

Démonstration : On a IE,(Lg(.)) = 1 donc IE,(gradyLs(.)) = 0. Par conséquent, IE#(

Définition. Pour un modéle statistique paramétrique dominé régulier, on appelle information de Fisher, la

matrice : low L (X p o 1 (x .
In(9)={IE9( (log Lo(X1,---, X)) Olog Lo(X, - -~ N))>:| '
06s 00; 1<i,j<p

Propriété. Pour un modéle statistique paramétrique dominé régulier, et si¥V(x1,...,xy,) € ()™, la fonction

6 € © — log(Ly(.)) est C%(O©), alors :

1.(6) = - |1 (82<logLe<X1,---,XN>>>}
" 00; - 00; 1<ii<p

Définition. L’information de Fisher IT(0) associée a une statistique T, si elle existe, est la matrice de
Fisher de la vraisemblance de T (déterminée & partir de la vraisemblance de T ).

Propriété. Pour un modeéle régulier, T est une statistique libre si et seulement si I (6) = 0.

Démonstration : = Si T est libre alors sa loi ne dépend pas de 6 donc le gradient du logarithme de sa
vraisemblance est nul; I'information de Fisher associée a T est nulle.

<= Si I'(#) = 0, donc la statistique grad,(log LeT(f))) est centrée et de matrice de covariance nulle. Ainsi,
pour tout f € O, il existe un ensemble Ny de mesure 1 pour la mesure de probabilité associée & T (donc,
d’apres la premiere hypotheése d’un modele régulier, tel que u(Ny) = 1)) et tel que pour tout ¢ € Ny,
grad,(log L} (t))) = 0. Pour montrer que grady(log L% (£))) = 0 est bien une variable aléatoire nulle -
p.s., et donc que log LT (.) est une fonction constante en 6, il nous faut montrer que finalement les 6 ne
dépendent pas de 0. Soit O = {9§d)}ien\1 un sous-ensemble dénombrable de ©, dense dans ©. Comme
O est dénombrable, il est clair que N = Usen Ny est tel que pu(N) = 1. De plus, pour tout 6 € ©, il
existe une sous-suite (9((;21))71 de ©@ convergeant vers 6 et telle que pour tout t € N, pour tout n € IN,
grad,w (log Lz(d) (t))) = 0. Comme une telle fonction de Oq(;?n) est continue, cette propriété passe a la

é(n) b (n)
limite, et donc pour tout t € N, VO € O, grady(log L} (¢))) = 0. Comme N ne dépend pas de 6, alors la

fonction 8 — log L;;F(.) est une constante ne dépendant pas de 0, u-p.s. : la statistique T est bien libre. M

Propriété. Pour un modéle régulier, si T est une statistique exhaustive : IT(0) = I,(0) pour tout § € ©.

Démonstration : Comme T est une statistique exhaustive, on peut écrire d’apres la démonstration du
Lemonsiration q » 1% p

Théoreme de factorisation de Neyman que pour tout (z1,...,2,) € ()" et tout # € O :
dp ~
dl?%(:m, coosn) = go(T(1, ..., xn)).
o PP dIP} o
On peut réécrire cela pour la densité de T sous la forme : f(t) = go(t)), pour tout t € T((2')"™) et tout
dp*

0 € ©. En conséquence, pour tout 6 € O,
1(9) _ |:IE9 <8(logL9(X1,---,XN)) 6(10gL9(X1,'--,XN))>:|
1<i,j<p

90, x a9,
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_ [ (2UsLs@) | 0MogLo@))

_ / (80%99@(“’))) x 8(1°g9"(f(x>>>> gg(f(:c))d]P*(:zr)] car log Lg(z) = log go(T'(x)) + log h(z)
L@ o0 00 1<ij<p

| d(loggn(t)  D(loggs(t)) 7 SO

= _/?(Q/)n ( 26, X 20, ) go(t))dIP T(x)] e d’apres le théoreme du transport

] d(loggo(t))  Ologgu(t))

- _/?m')" ( o0, " o0, ) dﬂ)e(t)] 1<i,5<p

— 17(h). n

Remarque. En rajoutant certaines hypothéses de continuité sur la vraisemblance de f, on peut montrer que

la réciproque est également vraie, et donc que IL(0) = 0 si et seulement si la statistique T est ezhaustive.

Ainsi, on retrouve a 'aide de la notion d’information de Fisher les ”intuitions” qui nous avaient guidées
dans la section précédentes. Voyons maintenant les applications de la notion d’exhaustivité a I’estimation
paramétrique.

3.4 Application a l’estimation paramétrique

On se place dans le cadre d’'un modele statistique paramétrique ((Q2)", A}, TPy, 0 € O), ot © C IR, dominé
par une mesure u. Par ailleurs, on suppose que © est un ouvert.

Définition. e Soitg: ©® — O, ou © C R” avec p' € IN*, une fonction mesurable. On appelle
estimateur de la fonction g du paramétre, donc de g(f), une statistique T G valeurs dans R” . En
particulier, un estimateur du parametre 0 est une statistique a valeurs dans IR?. Une estimation de
g(0) est une réalisation de T.

e On appelle biais d'un estimateur T' de g(0) le vecteur constant de RY B(0) = Eg¢(T) — g(8). On dira
que Uestimateur est sans biais si B(0) = 0 pour tout 6 € ©.

e On appelle risque quadratique de l’estimateur T de g(0) le réel positif R(6) = IEg(HT\) —g(®]?), ou |||
désigne usuellement la norme euclidienne (mais peut étre une autre fonctionnelle positive et conveze).
Si Uestimateur est sans biais alors, R(8) = Trace(cov(T)).

Pour pouvoir parler du comportement asymptotique d’une statistique, on va devoir se placer dans un ”gros”
modele, dans lequel un échantillon est une suite de v.a. En quelque sorte, ce gros modele pourra s’écrire
()N, A, TP 6 € ©), ot © C IRP (la dimension du parametre reste constante). Pour un n fixé, une
statistique fn sera d’abord une projection du ”gros” modele sur le modele de taille n, puis une statistique

~

"normale”. On devra donc parler d’une suite d’estimateurs (T}, )y,

Définition. Pour un modéle statistique paramétrique ()N, Ay, PR, 0 € ©), ot © C RP, et pour (T)n
une suite d’estimateurs de g(0) :

o Silim, .o Bn(0) =0, on dit que lestimateur est asymptotiquement sans biais.

e On dit que (T,,), est convergent lorsque T, N g(0).

n—-+4oo

~

o Sil existe (a,) une suite de réels positifs tels que a, (T, — g(6)) % Zy, ou Zy est une loi centrée
n—-+oo
non nulle (ne dépendent pas de n), on dit (T}), converge vers g(6) a la vitesse ay,.

A priori, étre sans biais n’est pas un bon critére pour garantir une certaine optimalité de la convergence
d’un estimateur. On préférera plutot discriminer entre de potentiels estimateurs & ['aide d’un critere portant
sur le risque quadratique ou sur la matrice de variance-covariance. Cependant, il n’existe pas de résultats
généraux pour trouver un “meilleur” estimateur en ce sens. Pour en obtenir, on devra se limiter a une
certaine classe d’estimateurs, celle des estimateurs sans biais.
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Définition. Soit un modéle statistique paramétrique ()", A IPg,0 € ©), et soit T un estimateur sans
biais de g(0). On dit que T est de variance uniformément minimum parmsi les estimateurs sans biais de g(@)
lorsque pour tout estimateur sans biais de g(8), on a V0 € 6, cov(T) < cou(S) (au sens ot cou(T) — cov(S)
est une matrice positive).

Propriété. Si T est un estimateur de variance uniformément minimum parmi les estimateurs sans biais,
alors il est unique IPy-p.s.

Démonstration : Soit S un autre estimateur que l'on suppose également de variance uniformément minimum
parmi les estimateurs sans biais. Montrons d’abord que Eg((T — S) - ‘T) = 0. En effet, si a € IR, comme T
est de variance minimum, en utilisant des inégalités sur les matrices symétriques :
cov(T) < cov(T + (T — 5))
< cov(T) + a?cov(T — 8) + 2a - (T - 15)

= 0 < a-(a~cov(§)+2Eg(f~t(f—§))) pour tout o € IR.

Comme cov(f — §) est une matrice positive, la seule possibilité pour avoir la derniere inégalité est que :
Ey(T-(T—58)) = 0. Par suite, comme cov(T—S5) = IE@((T S) HT— S’)) Eq (T t(T S)) Ey (§ HT— §))
et que 'on a supposé T et S de variance minimum, cov(T S) = 0. Donc T = S sur un ensemble de Py-
mesure égale a 1. |

Théoréme (Rao-Blackwell). Si T est un estimateur sans biais de g(0) et si S est une statistique exhaustive,
alors R =TEo(T | S), qui ne dépend pas de 0 car S est exhaustive, est un estimateur sans biais de g(6) de
matrice de covariance inférieure ou égale a celle de T'.

Démonstration : il est clair que Eg(R) = ( T) = g(f). De plus, pour tout u € RY (avec g : RF — ]Rp,)7
cov(tu - T) = o[ (- (T - g(6)))°]
(s (tu- (7~ 9(0)))°] 1 5)

72
Ey [ —q(0)) | S} ) d’apres I'inégalité de Jensen,
> cov(‘u- R).

Y

Eq

Cela revient bien & écrire que cov(T) > cov(R). |

Théoréeme (Lehmann-Scheffé). i T est un estimateur sans biais de g(f) et si S est une statistique ez-
haustive et compléte, alors l'unique estimateur de g(0) sans biais uniformément de variance minimale est

R= IEg(f | §) (c’est-a-dire que R est une fonction de §)

Démonstration : Soit T' un autre estimateur sans biais de g(f). Si R’ = IE¢(T' | S), on sait que
cov(T") = cov(R') d’apres le Théoreme de Rao-Blackwell. Or IE¢(R — R’) = 0 pour tout § € © car les
deux estimateurs sont sans biais. De plus comme R et R’ sont des fonctions de S R — R Test aussi, et du
fait que S est une statistique exhaustive et complete, alors pour tout 6 € ©, R= R’ IPy-p.s. Par conséquent,

pour tout 6 € ©, cov(R') = cov(R) et donc cov(R) < cov(T") : R est bien I'estimateur sans biais de variance
uniformément minimale. |

Retenons donc de tout ceci que 'estimateur sans biais de g(6) et de variance uniformément minimale est
une unique fonction d’une statistique exhaustive et complete, lorsqu’une telle statistique existe. On aimerait
maintenant connaitre un peu mieux la covariance d’un tel estimateur.

Théoréme (Inégalité de Cramer-Rao). Soit un modéle statistique paramétrique ((Q')", Al TPy, 0 € O)
dominé et régulier, et soit T un estimateur sans biais de g(0), tel que IEy||T|> < +oo. Si on suppose

que l'information de Fisher est une matrice définie positive, alors, en notant a—g(@) la matrice jacobienne de

g, pour tout 0 € © :

coo(T) > %(9) (I,(0))™" - *=(0) (au sens des matrices symétriques).
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En particulier, si T est un estimateur sans biais de 8, alors :

cov(T) > (I,(0))™"  (au sens des matrices symétriques).

Démonstration : Soit Zg(x) = grad(log Le(z)) ol x € ()" suit IPg. On sait que comme le modele est
régulier, IEg(Zp) = 0 pour tout 6 € O et donc :

cov(Zy) = 1(0) pour tout 6 € O.

De plus, T est un estimateur sans biais de g(#) donc pour tout § € © :

Ey(T) =g(0) = T(z) - %(x) du(z) = @(9) (en dérivant)
(@yn 00 0
Ea 8L9 —1 8g
T(z) - Z=%(2) . (L P =_—(0
= [, 7@ T @) (L) o) = 5506)
~ dg
. t —_ =
— IE@(T Zg) 20 (9)
Ainsi, d’apres ce qui précede,
' 8_9 -1 _ o8l @ -1 t@ @ -1 ta_g
covo(T — S2(6) - 1746) - 2Z5) = cove(T) ~255(6) - 17 (0) ' 22 (0) + ZL(0) - 17 (0) "2 0)
_ 99 —1gy. 199
= cows(T) ~ S5(6) 171(0) - 550)
En conséquence, comme covg(T — g—g(@) -I7Y(0) - Zy) est une matrice positive, l'inégalité de Cramer-Rao
est prouvée. |

Corollaire. Deux cas particuliers méritent attention :

e Si le modéle est de la forme ()", AL, (fo - dp)®™,0 € ©), alors I,(0) = n - I1;(0), ot I,(0) est la
matrice d’information de Fisher d’une seule variable aléatoire X distribuée suivant fo-du et UInégalité
de Cramer-Rao devient donc :

~ 1 dg _1 +0g . Y
> . [ =2(p) - A .
cov(T) > - (39 (0) - (I1(6)) 20 (0 (au sens des matrices symétriques)

On wvoit donc que pour un échantillon de variables indépendantes et identiquement distribuées, si la
vratsemblance est réguliere, alors la vitesse de convergence de tout estimateur sans biais est au mieux

en \/n.

e Si le modéle n’est pas régulier, mais que sous la probabilité Py, la matrice d’information de Fisher
existe et est inversible, et surtout si la propriété (4) est vérifiée, alors U'Inégalité de Cramer-Rao est
vérifie. Cela exclut cependant les modeéles dont le support de [Py dépend de 6, comme par
exemple le simple modéle de v.a.i.i.d. de loi U(]0,0]), avec 6 > 0.

Définition. Si un estimateur sans biais atteint (respectivement asymptotiquement) la borne de Cramer-Rao
(qui ne dépend pas de Uestimateur), on dit qu’il est (resp. asymptotiquement) efficace.

Remarque. Un estimateur peut étre sans biais, de variance minimale, mais ne pas atteindre la borne de
Cramer-Rao, donc ne pas étre efficace. De la méme maniére, il peut exister des estimateurs biaisés atteignant
la borne de Cramer-Rao.

Nous allons voir que les modeles exponentiels jouent un role central pour I'estimation paramétrique puisque
sous certaines conditions ils sont les seuls pour lesquels on aura une estimation sans biais efficace.

Théoreme. Soit un modéle statistique paramétrigue ()", Al ,Pg,0 € O), avec © C IRP, dominé et

0
régqulier. Soit g : R — RY de classe C* sur © telle que la matrice carrée de taille p, a—g(@) soit de rang p
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pour tout 0 € ©. Alors T = '(T4,...,T,) est un estimateur sans biais de g() atteignant la borne de Cramer-
Rao si et seulement si le modéle est exponentiel et plus précisément s’il existe des fonctions a : ()" — IR,

—1
B:0—-Reta;:0—=R (1<j<p), telles que pour tout 6 € ©, g(f) = — 30@(9) 86( 0) et
06, 1<ij<p 09

d
L9($1,"',$n) = exp 5(9)+b($1,-~',In)+ZTj({E1,"',LEn>'Oéj(@)

j=1

Démonstration : <= On suppose donc le modele exponentiel décrit dans le théoreme. Si on dérive par
rapport a 6 un tel modele, on obtient que pour p-presque tout z € ()" :

2 _ (20, 3
50 (log Ly(x)) = (89- (9)) ris T+ 20 (0), pour tout 6 € ©. (5)
En conséquence, comme I(6) = IEy (2 (log L@(.))) - (2 (log L@(.))) on en déduit que :
’ 00 00 ’
oo ~ Oa; ~ oo -1 oo -1
16) = (52 - cona() - (520 — cow(@) = (520)) -10)-* (5520))
90 1<i,j<d 90; 1<i,j<p 90 1<i,j<p 960 1<i,j<p

Par ailleurs, comme T est un estimateur sans biais de g(0) d’apres la preuve de I'Inégalité de Cramer-Rao,

s (70 (008 2a()) ) = 5500

9
0

B ( (5008 20()) - (508 Zat. >>)) ~ ((‘2‘; ®)

da,
et donc I(# ( ] ) . A Taide de cette égalité, et en reprenant le calcul précédent, on
1<4,5<p

et en utilisant (5) que l'on multiplie par ( (log Lg(.))), on obtient :

T (05 L. >>))+1Ee (%( >-t(%<1ogLe<->>)> ’

S5

1<4,5<p

en arrive a ce que :
5 _ 99 “14p, . 199

donc T atteint bien la borne de Cramer-Rao. De plus, grace a (5),

Ey ((fe(logLe( ))) = ((g(;’ (9)>1<i7j<p T+ g—g( ))

, day; ap
0 = (S 0) + 22
sot (5 ))@-J—@ o6+ 20
do;  \ 0
et donc g(0) = _< a(;]- (9)) ag()
1<4,5<p

= D’apres la preuve de 'Inégalité de Cramer-Rao, si T est un estimateur sans biais de g(9) atteignant la
borne de Cramer-Rao, alors
~ 0
cove(T — 6_2’(9) I7H0) - Zy) = 0.
Ainsi, pour tout § € ©, il existe un ensemble Ny C ()" tel que IPy(Ng) = 1 et tel que pour tout

~ 0
x € Ny, T(z) —g(8) = 8—3(9) -I7Y0) - Zg(x). Par le méme procédé que celui de la preuve de la nullité de

Iinformation de Fisher pour une statistique libre, on peut déterminer un ensemble N ne dépendant pas de
0, tel que cette propriété soit également vraie, avec u(N) = 1, ce qui revient & écrire que Vo € N,

~

-1
1(0) - (gz (9)> ‘ (T(x) - 9(9)) (;99 (log Lyg(x)), pour tout 6 € ©.
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9 ~1
a(0) le vecteur colonne ”intégrant” 1(0) <a—g(9)>
Alors en intégrant par rapport & €, et en notant . )
B(0) la fonction ”intégrant” —

b(x) une fonction ne dépendant pas de 9

on a log Lg(z) = a(6) - T(z) + B(6) + b(x), d’olt I'écriture de la vraisemblance sous forme d’'un modele expo-
nentiel, et on retrouve l'expression de ¢g(f) par le méme raisonnement que plus haut. |

Corollaire. A linverse, si l’on dispose d’un modéle exponentiel régulier (3), alors il n'existe qu’une seule
fonction (a une transformation affine pres) du paramétre pouvant étre estimer efficacement, il s’agit de

1 (day,, \" )
gf)=—="- % () . —6(9) (noter que cette fonction semble dépendre de n; dans le cas de v.a.i.i.d.
n 891 1<i,j<p 89
o ~ 1
ce n'est pas le cas). Llestimateur est alors : T = — - (a1(X1,...,Xpn), ..., ap(X1,...,Xy)) et sa matrice de

covariance minimale est donnée par sa borne de Cramer-Rao, soit :

_ —1
con(P) = 1+ S0 (520))

1<i,j<d

3.5 Estimateur du maximum de vraisemblance

Nous allons voir une méthode permettant d’obtenir aisément et dans la plupart des cas un estimateur
possédant de trés bonnes qualités... Par la suite on se place une nouvelle fois dans le cadre d’un modele
statistique paramétrique ((Q)", A),, Py, 0 € O), avec © C IRP, dominé.

Définition. Pour (x1,...,2,) € ()", soit 0 € © — Lg(x1,...,2,) la vraisemblance du modéle. On appelle
estimateur du maximum de vraisemblance une statistique §n telle que pour (X1,...,X,) un n-échantillon
quelconque du modeéle :

Ly (X1, X,) = sup Lg(X1, -+, X,).
" G

Remarque. [l n’y a pas de garantie de lunicité d’un tel estimateur. Une méthode pour l'obtenir (mais
pas toujours) est de rechercher un extremum local de Ly sur ©, ce qui pourra étre fait en annulant les
dérivées partielles de Lg par 0;. De méme, il est clair que l’estimateur du maximum de vraisemblance pourra
étre également obtenu en mazimisant le logarithme de la vraisemblance, appelé encore la log-vraisemblance.
Enfin, si l'on désire estimer g(0) avec g une fonction bijective, alors g(0) sera l'estimateur du mazimum de
vraisemblance de g(0).

Propriété. Sl existe une statistique exhaustive T pour le modéle, alors 0 est une fonction mesurable de T
pour tout 6 € ©.

Démonstration : Si T est exhaustive, d’apres le théoreme de factorisation, la vraisemblance du modele par
rapport & la mesure dominante P* est go(T(21,...,%,)) pour tout 8 € O et IPp-presque tout (z,...,z,) €
(©)™, ce qui revient & P*-presque tout (z,...,z,) € ()" par la méme démonstration que celle de la nullité
de l'information de Fisher d’une statlsthue libre. Ainsi, prendre argument maximal de § — Ly revient a
prendre I'argument maximal de 6 — gg(T'(z1,. .., x,)), et 8 sera donc une fonction de 7. |

Propriété. On suppose que le modéle est régulier. Si on suppose qu’il existe un estimateur sans biais efficace
de 6 alors c’est lestimateur du mazimum de vraisemblance de 6.

Démonstration : D’apres ce qui précede, si le modele est régulier et que T est un estimateur sans biais
efficace de 6 , alors le modele est exponentiel et ’égalité (5) a encore lieu, soit pour tout 6 € O,

0 daj ap daj ~ 00
—(log L ==L T+ =0 (6 -IEp(T) + = (0) = 0.
g 108 Lo () <39i( )>1gm‘§p o = (591'( ))1gz‘,j§p 0T 5=
Comme T est un estimateur sans biais de 6, on a donc ( % ) -0+ %(9) = 0, pour tout 8 € O,
09; 1<i,j<p 00

ce qui s’applique également a 9 et donc :

daj ~ ~ 08
()) 0+ =-(0) = 0.
(8(% 1<4,j<p 0
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Mais d’apres sa définition, le modele étant régulier 9 minimise la log-vraisemblance et annule donc sa dérivée,
ce qui implique que :
oa; ~ ~ 00 ~
(—897 (9)) T+ 89( ) 0.
v 1<i,j<p

En conséquence, obtient :

80&j ~ ~ A ~ ~
(9)> (T—-0)=0 = T =9,
<‘99i 1<i,j<p ( )

car la matrice des dérivées des o; est supposée de rang d. Enfin, I'unicité de 0 est lie a I'écriture du modele
exponentiel. |
Nous allons nous intéresser maintenant au comportement asymptotique de l'estimateur du maximum de
vraisemblance (lorsqu’il existe), donc quand la taille n de 1’échantillon tend vers l'infini. Il est clair que pour
chaque n l'expression de l'estimateur est différente et, surtout, le modele statistique change. Pour palier a
cela, on se placera dans un ”gros” modele, ()N, A, Py, 6 € ©), ot © C IRP (la dimension du paramétre
reste constante) dans lequel un échantillon est une suite de v.a. Par ailleurs, on supposera désormais que
tout échantillon de ce modele est constitué de v.a.i.i.d., et que dIPp* = (fy - du)®™N, le modele étant
dominé par la mesure u, et fy étant la densité de chaque X; par rapport a p.

Théoréme (Convergence de I'estimateur du maximum de vraisemblance). On suppose le modéle paramétrique
()N, AL, (fo - dp)®N,0 € ©), ou © C R dominé par une mesure p et régulier. On suppose en plus que
le modéle est identifiable (au sens ot fg, = fo,, p-presque partout, entraine 61 = 63). Alors si la suite
(Xn)new est issue du modéle avec pour paramétre 8y C O,

0, % 6y pour la mesure (foo - du)®™N.
n—-+o0o

Démonstration : En premier lieu, pour n fixé, il est clair que pour tout § € © :

log(Lg(x1, ..., xn)) —log(Le, (21, ..., 2n)) = ng (%) .

Par ailleurs, pour tout ¢ € IN, les X; ont tous la méme loi et pour 6 € ©,

f90(X)
log (IE,, [fo(Xi)])
0.

Ey [log (ﬁ(( )) )} < log (IE@O [ folXi) ]) (Inégalité de Jensen pour la fonction — log)

<
<

En fait, du fait que la fonction — log est strictement convexe, la borne 0 ne peut étre atteinte que si fo = fo,,.
Ainsi, avec la contrainte d’un modele identifiable, des que 6 # 6, alors :

o [10 (ﬁl& 3)]“-

Xi .
On peut appliquer la loi forte des grands nombres pour les variables aléatoires (log ( fo(X:) )) (qui
/€N

f90 (XZ)

sont bien i.i.d. et IL' car le modele est régulier), et ainsi :

S|

(log(Le(X1, ..., X)) — log(Lgy (X1, ..., X Z <f0 >

p.s. Jo(Xi)
nroo 0 {k’g (fe()(Xi))] <0

la convergence presque siire ayant lieu pour la mesure (fp, - du)®™N. Considérons maintenant pour tout

€ > 0 une famille dénombrable (955))1-6 1 dense sur la sphere de centre 6y et de rayon €. Du fait du caractere
dénombrable de cette famille, pour tout € > 0, il existe n tel que pour tout n > ng, pour tout i € I :

log(Lye (X1, ..., Xy)) <log(Lgy(X1,..., X)) p.s. pour la mesure (fp, - dp)®N.



32

Comme le modele est régulier, pour tout n € IN*, la log-vraisemblance de X1, ..., X, est continue sur ©. De
plus pour tout n elle atteint son unique maximum en 6y. En conséquence, pour n > n., 8,, sera a 'intérieur
de la boule de centre 6 et de rayon ¢ (toujours p.s. pour la mesure (fp, - du)®™N). Le raisonnement étant
vrai pour tout € > 0, le théoreme s’en déduit. |

Théoréme (Normalité asymptotique de I'estimateur du maximum de vraisemblance). On suppose le modéle
paramétrique ()N, ALy, (fo-dp)®™N,0 € ©), ot © C R, dominé par une mesure i et régulier. On suppose
en plus que le modéle est identifiable et que la fonction € © — Ly est de classe C*(©). Alors si la suite
(Xn)new est issue du modéle avec pour paramétre 8y C O :

(0, — 0)) nﬁm Na(0, 17 (80)),

ot I1(0) est la matrice de Fisher de taille p (supposée inversible) pour la variable X;.

Démonstration : Comme le modele est régulier, on peut différencier la vraisemblance et pour tout 6 € O,
noter :

0

Mp(X1,.... X)) = — =

R
log Lo(X1,..., Xp) = — Z% log (fo(X5)) .
1=1

Un développement limité d’ordre 1 de My autour de 6 est possible (toujours en raison du modele régulier)
et donc pour tout tout # € O :

0
My(X1,...,Xn) = Mo, (X1,...,Xn) + (0 —6) - @M@*(Xl, o Xn),
0 . . . -
avec 0* dans le segment [, 6y] (remarquons que %M(;* (X1,...,X,) est une matrice carrée de taille d). Ainsi

en remplagant 6 par @\n, on obtient pour chaque n lexistence de 6}, appartenant au segment [@\n, o] tel que :

- 9
My (X1, X0) = Mog(Xa o, X0) + (B = 00) - 55 Moy (X1, Xon). (6)

82
Pour un modele régulier, on a vu que [Eg, (W log fo, (XZ)> = —I1(6p), matrice de Fisher pour n’importe

quelle variable Xi. AiIlSi, —elwg() étant une moyenne empirique, on a par la loi forte des grands nombres :
M, (X X, ) = ! : lo f (X) ke I (9 ) our la mesure (i d}L)
— L. n _ R i _>1 — T T . ®IN .
90 0o 1, 3 n g 992 g Joo 1Vo) P 6o

Maintenant, en utilisant le fait que les densités fp sont de classe C2(0) et en utilisant la convergence presque
stre de 6, vers 6y démontrée au théoreme précédent, on a :

0 5.
— M (X1,...,X,) 25 —1I,(6) pour la mesure (fg, - du)®™.
00 " n—-+400
Finalement, comme én est le maximum d’une fonction de classe C', cet estimateur annule M@\ (X1,...,Xn),

et donc ’égalité (6) devient :
My, (X1, ..., Xn) - 17 ' (6) = (65 — o).

Enfin, comme My, (X1,...,X,) est une moyenne empirique, ce vecteur aléatoire vérifie un théoreme de la
limite centrale :

vn (Mgo(Xl, o X) — By, <%logf90(Xi)>> ﬁw N0, 11 (6o)),

n

0
d’apres la premiere définition de 'information de Fisher. Comme IEg, (% log fo, (XZ-)> =0 (voir les pro-

priétés précédentes), on obtient la normalité asymptotique de §n |

Remarque. Sous ces hypothéses, estimateur du mazimum de vraisemblance est asymptotiquement sans
biais et efficace. Cependant, a n fizé, il peut avoir un biais et ne pas étre un estimateur efficace.
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3.6 Régions de confiance

En pratique, estimer un parametre le plus souvent ne suffit pas. On aimerait connaitre plus précisément
quelle marge de sécurité on a sur la connaissance de ce parametre.

Définition. On se place dans le cadre d’un modéle paramétrique ()™, A, TPy, 0 € ©), ou © C IRP. Soit
a €]0, 1] un nombre fixé a priori. On appelle région de confiance du paramétre 6 de niveau 1 — o un sous-
ensemble aléatoire Ry_,, inclus dans RY et défini sur ()N, AL), tel que pour tout 0 € ©, {(x1,...,2,) €
QYN0 € Ri_o(w1,...,20)} € A, et :

inf {Py(6 € R1—a)} 21 -0 (7)

Si un échantillon observé (X1 (w), ..., Xn(w)) est connu, Ri_o(X1(w),..., Xy (w)) est appelé région de con-
fiance observé. Dans le cas ot le paramétre est un réel (p = 1), on pourra obtenir un intervalle de confiance.

Comment déterminer une région de confiance ? En premier lieu, il est clair que pour tout « €]0,1[, Ri_, C ©
(en général, on choisit a proche de 0, et en particulier & = 0.05 est trés souvent utilisé). Une démarche
possible pour la construction de région de confiance est la suivante : naturellement, on désirerait utiliser
un estimateur T' convergent de 6, mais sa loi dépend en général de 6 ce qui rend difficile (& part quelques
exceptions) son utilisation directe. On préférera donc utiliser ce que l'on appelle une fonction pivotale

ﬂ'(f, ), qui est une fonction mesurable d’un estimateur et de 6 et qui est une statistique libre. On essayera
alors d’écrire la propriété (7) sous la forme

inf {Po(n(T,0) e Ca)} = 1-a,

ou C, est une région déterministe. Aussi pourra-t-on ensuite construire la région de confiance en fonction
des quantiles (souvent & /2 et 1 — «/2) de la loi de la fonction pivotale.

Exemple. Sile modéle est régulier, sous les conditions du théoréme de normalité asymptotique du mazimum
de vraisemblance, on peut également montrer (théoréme de Sltuski) que

W(é\nu 90) = \/ﬁ : (Il (é\n))l/2 . (é\n - 90) %’ Nd(o, Ip)u
ot Iy est la matrice identité de taille p et (I(0))Y/% - (I1(9))Y/? = I,(0) pour tout § € ©. Ainsi, si n est
grand, on pourra assimiler la loi de w(0,,,00) avec la loi normale centrée réduite multidimensionnelle. Or si
Z ~ Np(0,1,), avec Gi—aj2 > 0 le quantile d’une loi normale centrée réduite réelle de niveau 1 — /2, tel

que P(Z € [—qi—a/2: Q1—ay2)?) = 1 — o Aussi le polyédre n~12.(I (@l))_l/2 [=@1—ay2: q1—ay2)® recentré

autour de 6, formera la région de confiance cherchée.

4 Tests paramétriques

4.1 Principes d’un test

Un test permet, a partir d’une réalisation d’un échantillon, de décider entre deux hypotheses, en mettant
en avant une hypothese privilégiée, appelée hypothese Hy, et une hypothese alternative, appelée H;. On
associe & un test un niveau « (avec souvent o ~ 0.05) et une puissance 1 — 8. La plupart du temps, « est
fixé a priori et 8 s’en déduit. Plus précisément,

Définition. On se place dans le cadre d’un modéle paramétrique dominé ()", A, IPy,0 € ©), ot © C IR?
et soit 0 la "vraie” valeur du parametre. Un probleme de test est un choix entre deux hypothéses :

Hy:0 €0y : hypothése dite nulle

(8)

H,:0€0; : hypothése dite alternative,

ot ©g C IRP, @1C]Rd et O N O = 0.

Ceci posé, on peut préciser deux types de problemes de tests suivant les constitutions de ©q et O1 :
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Définition. Une hypothése (Hy ou Hy) est dite simple si elle est associée o un singleton (©g ou ©1). Sinon,
elle sera dite composite. Dans le cas réel (© C R), si Hy est simple de la forme 0 = 0y, et si Hy est composite
de la forme 6 > 6y ou 6 < 6y, on parlera de test unilatéral; si Hy est composite de la forme 6 # 6y, on
parlera de test bilatéral.

Comment faire pour choisir entre les deux hypotheses Hy et Hy ? 1l faudra partir de ce que 'on peut
connaitre du modele, c’est-a-dire généralement un échantillon observé (Xi,...,X,). Pour cela, on définit
une statistique qui sera la clé de votite du test :

Définition. Dans le cadre du probléme de test (8, soit T une statistique (donc une fonction mesurable d’un

échantillon (X1,--+,Xp) issu du modéle) a valeurs dans RY, qui sera appelée statistique du test. Le test
sera défini par la fonction ¢ = erw, ot W est une partie de RP appelée région critique du test (et sa

~

partie complémentaire dans RP est appelée région d’acceptation du test). Si ¢ = 1, on choisira Hy, sinon
on décidera plutot Hy.

Donc, & chaque hypothese Hy et H;, on associe une partie de IRP pour la statistique de test T. En général,
ces parties ne sont pas Oy et ©1. Pour pouvoir précisément déterminer la région W, dans un cadre théorique
(qui n’est pas le méme que le cadre pratique, voir plus bas), on peut commencer par associer une fonction
puissance a la statistique de test, puis définir les erreurs de premier espece a et de deuxieme espece (3 :

Définition. Pour la statistique de test T\, on associe :

e une fonction puissance, qui est la probabilité de choisir Hy : 0 € ©1 — ]Pg(f1 ¢w).

e une erreur de premiére espéce : Py, (Choisir Hi) = a = sup IPo(T € W);
0cOg

e une erreur de seconde espéce : Py, (Choisir Hy) = = sup ]Pg(f ¢Ww).
€O,

La puissance du test est 1 — 3.

Cependant, ce qui vient d’étre écrit reste théorique. En pratique, on utilisera plutot la démarche suivante :

Construction concréte d’un test : On suppose le probleme de test (8). On pose également a priori
a qui dépend du probléme posé (mais en général & = 0.05), et 1 — v est appelé le niveau du test. Par la
suite, on réalise :

1. L’expression quantitative des hypotheses Hy et H;.
. Le choix de la statistique T du test.

. La construction d’une région critique W a 'hypothese H; par rapport a T.

2

3

4. La détermination explicite de W en fonction de «.
5. Le calcul (si possible) de la puissance du test 1 — S.
6

. Pour la réalisation de 1’échantillon, rejet ou acceptation de Hy.

Remarque :Cependant, en pratique on ne procede pas ainsi. On a donc deux types d’erreur. Le choix de
I’hypothese privilégiée est donc fondamental car le résultat d’un test n’est pas symétrique. Par exemple,
supposons que l'on ait pour modele (R™, B(R"), N (0,1)®",0 € IR) et que l'on veuille tester Hy : § = 0
contre Hy : @ = 1 & partir d’un échantillon (X1, --, X, ) du modele. Nous verrons pourquoi un peu plus
loin, X, est une statistique de test pertinente. Par exemple, si n = 1, et X;(w) = X (w) = 0.8, que va-t-on
choisir entre Hy et H; ? Naturellement, une région critique sera de la forme [s, 400[, olt s € IR, car X, est
un estimateur de §. On détermine s & I’aide de «, puisque Pp,(Choisir H;) = a = Py(X; > s), donc par
exemple, si & = 0.05, s ~ 1.65. Par suite, si X; (w) = 0.8, on accepte Hy et 'erreur de seconde espece est
Py (X1 < s) ~ 0.74, donc tres élevée : le test n’est pas trés discriminant. Maintenant, si on inverse Hy et
Hyq, soit Hy : 8 = 1 contre Hy : § = 0, le méme résultat X;(w) = 0.8, conduit & accepter Hy, avec une erreur
de second espece encore =~ (0.74. On obtient donc deux résultats opposés pour la méme expérience aléatoire.
Les hypotheses Hy et Hi ne sont clairement pas interchangeable.

La question qui se pose maintenant est de savoir comment trouver une statistique de test. Une idée naturelle
dans ce cadre paramétrique serait d’utiliser un estimateur du maximum de vraisemblance.
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4.2 Test de Wald

Un estimateur du maximum de vraisemblance permet d’associer a chaque hypotheése du test un ensemble
de méme "forme” que Op et ©;. Cependant, la difficulté est trouver la loi de I'estimateur du maximum de
vraisemblance 6 & n fixé. Si cela est possible, on utilisera directement 6 comme statistique de test.

Sinon, de maniere plus générale, on connait la loi asymptotique de én quand le modele est régulier. Donc
quand n est grand, on pourrait utiliser une loi normale comme approximation de la loi de 6,. Mais, un
nouvel obstacle apparait : la matrice de covariance asymptotique, qui est la matrice d’information de Fisher
inverse, dépend du parametre #. Aussi va-t-on préférer utiliser la statistique de test T' suivante :

Définition. Pour un modéle paramétrique dominé régulier ((2)", A}, IPy,0 € ©), ot © C RP. La statis-
tiqgue de Wald T pour le test Hy : 0 =0y contre Hy :0 € ©1 est : T, =n-*(0, —0)-1(0) - (0, —0).

Pour montrer ”théoriquement” la pertinence de ce test, on va donc considérer la suite de tests (fn) en se
placant dans le ”grand” modele asymptotique :

Théoréme. Dans le cadre d'un modéle paramétrique ()N, A, (fo - dp)®™,0 € ©), ot © C IR?, dominé
par une mesure | et régulier, pour le probleme de test Hy : 0 = 0y contre Hy : 0 # 0y, alors, en notant T,
la statistique de test de Wald pour le modéle projeté de taille n sous ’hypothése Hy,

-~ L
T, — X*(p).

n—-+4oo

La région de rejet asymptotique du test sera donc de la forme fn >S4, OU So est le quantile d’ordre 1 — «
de la loi du x*(p). La suite de test (T},), a donc une puissance qui tend vers 1 lorsque o est fizé.

Démonstration : La loi asymptotique de 8, induit la loi asymptotique de T},, car NCERIORER (@‘\n —0) suit
asymptotiquement une loi A/(0, I;) sous 'hypothese Hy et T,, = ||/n - I1(0)'/2 - (8, — ). u

Voici donc un premier type de test, qui sous certaines conditions de régularités du modele et pour cer-
taines hypotheses de tests est intéressant. Mais pourrait-on faire mieux ? Et en quel sens ? Désormais, il
nous faut donc définir un moyen de comparaison entre deux tests.

4.3 Test du rapport de vraisemblance

Définition. Sous les hypothéses et notations précédentes, on dira qu’un test ¢ est uniformément le plus
puissant (U.P. P) au seuil o si le niveau de gb associé a la statistique T est inférieur ou égal a o et si pour

tout autre test ¢ associé a la statistique T' de niveau inférieur ou égal a a, V0 € O,
Eg(¢) =1 —Po(T ¢ W) < 1= Py(T" ¢ W) = Fy ().

Définition. Sous les hypotheses précédentes, si Lg(.) est la vraisemblance, on appellera test du rapport de
vraisemblance (test de Neyman-Person dans le cas d’hypothéses simples) un test de statistique T telle que :

Sup(fG@o LB(X17 e 7X77,)

T = :
Sup0€@1 Le(Xh T 7Xn)

La région critique W associée & un tel test est de la forme W =] + oo, K[ (donc si T < K, on rejette Hy ).

Une des vertus du test du rapport de vraisemblance par rapport au test de Wald est qu’il peut étre utilisé
dans un modele non régulier (mais la question de sa loi, ou de la loi d’'une fonctionnelle de ce test, demeure).
De plus, la propriété suivante confirme 'intérét de cette statistique de test :

Propriété (Principe de Lehmann). Dans le cas du test de deux hypothéses simples, ou d’un test unilatéral
(© C R), ce test est U.P.P. Dans le cas d’un test bilatéral, il n’existe pas forcément de test U.P.P.

Démonstration : [ |

Enfin, un tel test pour un modele régulier, va pouvoir étre traité de maniére générale grace a la normalité
asymptotique de I'estimateur du maximum de vraisemblance :
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Théoréme. Dans le cadre d’un modéle paramétrique ()N, A, (fo - dp)®™,0 € ©), o © C IRP, dominé
par une mesure p et réqulier, pour le probléme de test Hy : 0 = 0y contre Hy : 0 # 6y, alors, en notant T,
la statistique du rapport de vraisemblance pour le modéle projeté de taille n,

~2log(Tn) = X*().

~

La région de rejet asymptotique du test sera donc de la forme —21log(Ty,) > Sa, 0U So est le quantile d’ordre
1 — « de la loi du x*(p). La suite de test (T,,), a donc une puissance qui tend vers 1 lorsque « est fizé.

Démonstration : la démonstration reprend un peu celle de la normalité asymptotique du maximum de
vraisemblance. |

5 Introduction a la statistique non-paramétrique

On se place donc un modele semi-paramétrique, soit ((Q')", A}, Pg.5),0 € ©, f € F), o1 © C IR” et F n’est
pas de dimension finie, ou dans un modele non-paramétrique, soit ()", A,,, Py, f € F), ou F n'est pas de
dimension finie. Dans un tel cadre, les estimations et tests construits a partir de la vraisemblance
ne sont plus directement utilisables.

5.1 Estimation semi-paramétrique et non-paramétrique

e Quelques estimations semi-paramétriques

Soit (X1, -, X,) un n-échantillon issu d’une suite de v.a.i.i.d. réelles.

1. Estimation de la moyenne : si on suppose que IEX; = m existe, un estimateur convergent (grace a la

1 n
LF.GN.)de mest: X ZXj. De plus, si varX; < 400, le T.L.C. de Slutsky montre qu’avec

j=1
1 & —
—2 _ 1 _ 2
an_n E (X; —Xn)",
J=1
(X, —-m) ¢
-_ 0,1).
\/TL On H:OO N(j)

Ceci permet d’obtenir des intervalles de confiance sur m.

2

2. Estimation de la variance : si on suppose que varX; = o* existe, un estimateur convergent (grace a la

1 O —
L.F.G.N.) de 02 est : 72 = — Z(Xj — X,)? De plus, si EX} < 400, le T.L.C. de Slutski montre
n

Jj=1
n

_ 1 = —
qu'avec fiy , = - Z((Xy - X,)?-72),

Jj=1

-2 2
ﬁ(UT—U) £ N,

Ceci permet d’obtenir des intervalles de confiance sur 2.
¢ Quelques estimations non-paramétriques

Soit (X1, -+, Xp) un n-échantillon issu d’une suite de v.a.i.i.d. réelles.

1. Estimation de la fonction de répartition :
1 n
pra

pour z € IR est un estimateur convergent de F'(x).
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2. Estimation de la densité par histogramme :

e si X est une v.a. discrete, on utilise les valeurs (z;)icr possibles des X, et

1
fa(z) = Z — Loz Z]Iml<xj<ml+1 , pour z € R.

Tt — 1
ier VL

e si X est une v.a. continue, on découpe IR en m-classe a priori, [z;, x;1+1]. On estime f par

m
1
fn(z) = Z mﬂme @541 Z]Ix <X;<wziy1 | » pour x € R.
i=1""

3. Estimation de la densité par noyau pour une variable continue. On utilise un noyau K (z) qui vérifie :
o K(x )>Op0urx€IRetK( )>0
o [rE(uw)du=1et [ K*(u)du < +oo.

1
Par exemple, K(z) = Wors e /2 (dit "noyau gaussien”) ou K (x) = (1 — |z|) - I};<; (fonction ”trian-
p <

gle”). On définit alors un estimateur de f, densité de X; par rapport a la mesure de Lebesgue sur IR,

par
fnh :%Z% ( )7

pour x € R et h > 0. Si h = h,, avec h,, — 0 et n-h,, — 400 quand n — oo, alors f,(x) est un
estimateur convergent de f(x).

5.2 Tests semi et non-paramétriques

Quelques tests semi-paramétriques

e Test sur la moyenne (ou test de Student) : on suppose un échantillon (X1, - -, X,,) issu d’une suite (X;)
de v.a.i.i.d. d’espérance m et de variance finie. On veut tester Hy : m = mg contre H; : m € O;.
Alors la statistique o

—X,—m
Tn = Vn—x—

n

est la statistique du test de Student, et :

1. pour tout n > 2, on a T, ~ t(n — 1) si les X; sont gaussiennes (auquel cas le modele est

paramétrique);
2. T, %» N(0,1) (dans le cadre semi-paramétrique).
n—-1+0oo
e Test de comparaison de moyenne (ou test de Student) : on suppose deux échantillons (X1, -+, X,,) et
(Y1,---,Y,) issus de suites (X;) et Y; de v.a.i.i.d. d’espérance mx et my et de méme variance o finie.

On veut tester Hy : mx = my contre Hy : mx — my € ©1. Alors la statistique :
()_(n _?n) — (mx —my)
V% + 5%

est la statistique du test de comparaison de Student, et :

Tn:\/n—l

1. pour tout n > 2, on a T,, ~ t(2n — 2) si les X; sont gaussiennes (auquel cas le modele est
paramétrique);;

2. T, % N(0,1) (dans le cadre semi-paramétrique).



38

e Test sur la variance : on suppose un échantillon (Xi,---,X,) issu d’une suite (X;) de v.a.i.id. de

variance o2 et de moment d’ordre 4 fini. On veut tester Hy : 02 = oo contre H; : o2 € ©;. Alors la

statistique de test,
~2 _ 2
T, = \/ﬁ (Un = z )7
vV ,u4,n

1 —
Ol fiy = — Z((Xj —X,)? —52)? est telle que T), £, N(0,1), d’ot I'utilisation du test.

n—-+oo

b

Quelques tests non-paramétriques

e Test de signe : on suppose n individus dont on peut connaitre les valeurs de deux variables indépendantes
X et Y, donc deux échantillons (Xi,---, X,,) et (Y1,---,Y},) de v.a.iid. On veut tester Hy : P(X; >
Y:) = P(X; <Y;) contre H; : P(X; <Y;) > 1/2. Pour cela, on considere la statistique :

n
i=1

Sous 'hypothese Hy, T,, ~ B(n,1/2), d’ou le test.

e Test de signe et de rang : on suppose n individus dont on peut connaitre les valeurs de deux variables
indépendantes X et Y, donc deux échantillons (X1, ---,X,,) et (Y7,---,Y},) de v.a.ii.d. On veut tester
Hy : P(X; >Y;)=P(X; <Y;)contre H; : P(X; <Y;) > 1/2. Pour cela, on considére la statistique :

T, = ZrangﬂXi —Yi[) - Lx,<v;,
i=1

ou rang(] X; — Y;|) est le classement dans 1’ordre croissant (du plus petit au plus grand) des différentes
valeurs de | X; — Y;|. Sous I’hypothése Hy, on peut montrer que T,, ~ L, ol L, est une loi dont on
connait les quantiles. Ceci permet I'utilisation du test.

e Test d’ajustement : Tests du x? et tests de Kolmogorov-Smirnov.



