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Examen de 2 h 00. Tout document ou calculatrice est interdit.

1. Soit X une variable aléatoire suivant la loi suivante:

P (X = 1) = P (Y = −1) = p et P (X = 0) = 1 − 2p,

où p est un paramètre réel inconnu.

(a) Déterminer l’ensemble des valeurs possibles pour p. Calculer EX et varX.

(b) On suppose que la suite (Xi)i∈IN est constituée de variables aléatoires indépendantes et identique-
ment distribuées suivant la même loi que X. Soit un échantillon (X1, . . . , Xn). Déterminer le
modèle statistique associé à cet échantillon et déterminer une mesure dominant ce modèle. Mon-
trer que le modèle appartient à la famille exponentielle. En déduire une statistique exhaustive
complète pour ce modèle. Montrer que p peut être estimé efficacement et donner un tel estimateur.
Calculer la borne de Cramer-Rao et vérifier qu’elle est bien atteinte par cet estimateur.

(c) On définit la suite (Yi)i∈IN∗ à partir de (Xi)i∈IN de la manière suivante:

Yi+1 = Xi · Xi+1 pour i ∈ IN.

Déterminer la loi de Yi. Montrer que cov(Yi, Yi+1) = 0. Les (Yi)i sont-elles indépendantes ?

(d) Montrer que (|Y1|, . . . , |Yn|) est une statistique exhaustive pour le modèle statistique induit par
(Y1, · · · , Yn).

2. Soit la variable X qui suit une loi dont la densité fX par rapport à la mesure de Lebesgue sur IR est,
avec θ > 0 et α > 0 :

fX(x) = K · xαII0≤x≤θ pour tout x ∈ IR,

(a) Déterminer K en fonction de α et θ.

(b) Montrer que Y = log(θ/X) suit une loi exponentielle dont on précisera le paramètre.

(c) On suppose que la suite (Xi)i∈IN est constituée de variables aléatoires indépendantes et identique-
ment distribuées suivant la même loi que X. Soit un échantillon (X1, . . . , Xn). On suppose que
(θ, α) est inconnu. Préciser alors le modèle statistique formé par cet échantillon et la mesure
dominante. Ce modèle appartient-il à la famille exponentielle ?

(d) Dans cette question, et uniquement dans cette question, on suppose que θ est connu. Préciser alors
le modèle statistique. Ce modèle appartient-il à la famille exponentielle ? Montrer que l’estimateur
du maximum de vraisemblance α̃n de α existe, est unique et s’écrit:

α̃n =
1

1

n

∑
n

i=1 log(θ/Xi)
− 1

Montrer que α̃n converge presque sûrement vers α et qu’il vérifie un théorème de la limite centrale
que l’on précisera. En déduire un intervalle de confiance à 95% sur α pour n grand.
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(e) Dans cette question, θ et α sont inconnus. Déterminer une statistique exhaustive pour le modèle.
En vous aidant de la question précédente, déterminer l’estimateur du maximum de vraisemblance

(θ̂n, α̂n) de (θ, α). Déterminer la fonction de répartition de log(θ/θ̂n) et en déduire que θ̂n

P−→
n→+∞

θ,

puis que
√

n log(θ/θ̂n)
P−→

n→+∞
0.

(f) Soit (Un)n∈IN et (Vn)n∈IN deux suites de variables aléatoires définies sur le même espace de prob-
abilité. Montrer que si (Un)n converge vers une loi P0 et (Vn)n converge en probabilité vers 0,
alors (Un + Vn)n converge en loi vers P0 (on pourra par exemple majorer la différence de fonctions
caractéristiques). En déduire que α̂n suit le même théorème de la limite centrale que α̃n.


