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1. On considére une suite de variables aléatoires (Xj)ren définies sur le méme espace de probabilité,
indépendantes et identiquement distribuées suivant une loi de Bernoulli de parametre p. On définit:

Y =min{k € IN*, X}, =0}.
(a) Comment peut-on interpréter la variable Y7 Montrer que la loi de Y est:
P(Y =k)=p"1(1-p) pour ke IN*

(b) On suppose que (Y7,...,Y,) est un échantillon de variables aléatoires indépendantes et identique-
ment distribuées suivant la loi de Y avec p €]0, 1] est inconnu. Déterminer le modele statistique
et sa mesure dominante. Montrer que ce modele est exponentiel. En déduire, un estimateur p,, de
p sans biais et efficace. Déterminer la borne de Cramer-Rao et vérifier que cette borne est bien
atteinte par p,.

(c) La variable Y est tronquée lorsqu’elle est trop ”"grande”, par un parametre 7' € IN*, c’est-a-dire
que l'on définit une variable Y telle que Yy = min(Y, 7).

2. Soit X une variable aléatoire dont la mesure de probabilité est absolument continue par rapport a la
mesure de Lebesgue sur IR et de densité :

A
f(z) = 5 exp(— Alx —m|) pour z € R,

avec m € IR et A > 0, des parametres inconnus.

(a) Calculer 'espérance et la variance de X.
(b) Calculer P(X =m) et P(X < m). En déduire la médiane (théorique) de la loi de X.

(c) Soit une suite (X;);env de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées suivant
la méme loi que X, dont on extrait un échantillon observé (X7, ..., X2,11). Par ailleurs, on note
Xy < X@) < ... < X(2n41) la statistique d’ordre associée. Soit :

R | 2l
H,(a) Z |X; —a| pouraelR.
i=1

:2n+1

Calculer ﬁn(X(n+1)) en fonction des X(;). Montrer que la fonction a — H,(a) est minimale en
X(nt1) (on pourra développer ﬁn(X(n+k)) en fonction des X(;) pour k > 1).



(d)

On suppose ici que m = 1, donc que m est connu (A > 0 restant inconnu). Quel est alors le modele
statistique 7 Montrer que ce modele appartient a la famille exponentielle, et en déduire une statis-
tique exhaustive dont vous montrerez qu’elle est complete. Déterminer la matrice d’information
de Fisher du modele. Quelle est la fonction de A (& une transformation affine pres) que 'on peut
estimer efficacement ? Déterminer I'estimateur de maximum de vraisemblance de A et montrer
qu’il vérifie un théoréme de la limite centrale.

On suppose désormais que m € IR est inconnu, tout comme A > 0. Quel est alors le modele
statistique ? Montrer que ce modele n’appartient pas a la famille exponentielle. A D'aide de la
question 2.(c), déterminer un estimateur (M, A,,) du maximum de vraisemblance du couple (m, \).

Pour a € IR, démontrer que ﬁn(a) converge presque strement quand n — oo vers IE(|X — a).

Montrer que la fonction a € IR — IE(|X —a|) est minimale en a = m. En déduire que m,, p'—i> m,
n—-roo
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