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Correction d’exercices de la feuille n° 3:

Formes linéaires et espace dual

(*) Soit E =R"[X]. L’application P € E — P(1) est-elle une forme linéaire sur E?

Proof. Pour tout réel A et pour tout polynémes P et Q de E, il est clair que (AP + Q)(1) = AP(1) + Q(1). 1l s’agit
d

bien d’une forme linéaire sur E.

(**) Soit E un espace vectoriel de dimension finie n et soit u et v deux formes linéaires sur E telles
que keru # ker v. Déterminer les dimensions de ker u + ker v et de ker u N ker v.

PT‘OOf. On sait que ker u et ker v sont des s.e.v. de dimension n—1. Comme ker u # ker v, il existe F' s.e.v. de kerv de
dimension 1 tel que E = keru+ F' (si F' n’existait pas cela signifierait que ker u = ker v). Donc dim(ker u + ker v) = n.
De plus d’apres le cours, on sait que dim ( ker u N ker v) =n—2. O

(**) Soit E = IR". Pour « = (x1, - ,z,) € F, on pose fi(z) = z; + ;41 pour i =1,--- ,n—1
et fn(z) = z, + 1. Montrer que la famille (f;)1<;<y, est une famille de formes linéaires sur E. A
quelle condition est-ce une base de I’espace dual £*? Dans le case ou c’est bien une base duale de
cette base.

Proof. (fi)1<i<n est une famille de formes linéaires car pour = (1,...,2Zn) €t y = (y1,...,yn) dans E et pour
1<i<n—-1, fihdz+y) = Axs +vi) + Azit1 + yit1) = Mai + zit1) + (yi + yit1). On peut faire de méme pour
fn(Az +y) = Azn + yn) + (Azo + y0) = AM@n + o) + (yn + y0).
La famille (f;)1<i<n est une base si et seulement si n est impair. En effet, comme E est de dimension finie, il suffit
de montrer que c’est une famille libre. Soient (A\;);=1,...,n telles que >, \; fi(x) = 0 Vz.
La derniére équation est vraie en particulier pour z = (0,...,0,1,0,...,0) (on peut faire bouger la position du 1). Ce
qui donne le systéme suivant:

A1+ An =0

A+ A2 =0

>\n71 + >\n =0
Donc A1 = —Apet A\ =Xy =---= (—1)"’1)\71. Lorsque n est impair A; = 0 Vi, sinon on peut toujours trouver des
solutions non nulles au systeme. O

(**) Soit E = IR,,[X]. Montrer qu’il existe ¢ € E tel que, pour tout p € IR,,[X] on ait

Calculer g dans le cas n = 2.

PT‘OOf, D’aprés le théoreme de représentation de Riesz, toute forme linéaire s’écrit de maniére unique comme un
produit scalaire par rapport & un vecteur. Or, 'application P € E — P(1) est une forme linéaire sur E (cf. exercice
1) et < p,q >= fol p(t)q(t)dt est bien un produit scalaire, d’ol I'existence de gq.
Cas n = 2. Soit q(t) = t*> + a1t + ap, on a : p(l) = fol p(t)(t? + a1t + ag)dt, pour tout polyndéme p de E,
en particulier pour les polynémes p(t) = 1, p(t) = t et p(t) = t2. 1l suffit alors de résoudre le systéeme suivant
1= [o(+ait+ao)dt
1= [y (t*+ a1t + aot)dt O
L= [y (t* + a1t + aot?)dt

(**) Soit E = IR"[X], soit a € IR et pour tout & = 0,1,--- ,n, on pose Py(X) = (X — a)k.
Montrer que e = (FPy, Py, -+, P,) est une base de E. Déterminer la base e* duale de e et calculer
les composantes sur e* de la forme linéaire ¢ : P +— foa P(t)dt.

PTOOf. e = (Po,P1,...,Py,) est une base de E car c’est une famille libre. Prenons (A;)i=1,...,n telles que >, Aj(X —
a)® = 0. En dérivant n fois cette équation, on a : n!\, = 0, avec la (n — 1)-éme dérivée on trouve que Ap,—1 = 0 et
ainsi de suite pour avoir A\; = 0 Vi.

e* est une base duale de e si pour tout 4,5 =1,...,n, e;f (P;) = 04 .

d(k) p . .
Ceci est vrai pour P € FE { E! st degré(P) < k O
0 sinon

(**) Soit E = R™[X], soit (bg, -~ ,b,) € R™. Pour tout i = 0,1,--- ,n, on note u; : P € E —
P(b;). Montrer que la famille (ug,u1, - ,u,) est une base de E* si et seulement si les b; sont tous
distincts.
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Proof. Soient (\;)i=1,...,n telles que pour tout P € E, 3, A\ju;(P) = 0.
ui(Pj) =0 sii#j

E ticuli P; =1].q ;2:(X —=0;). O L
n particulier pour P; H’L—I,Z#‘]( i). Or { wi(Py) = Taey pgs(bi — bi) st =]
Ai [Tg=1,552:(bi — bx) = 0. Par suite, A; = 0 si et seulement si les b; sont tous distincts.

On a alors, pour tout 4,

O
(*) Soit E = IR"[X]. Montrer que ’ensemble des polynémes P de E tels que fil P(z)dx = 0 est
bien un s.e.v. de E. Donner une base de cet ensemble.

PT‘OOf, L’ensemble des polynémes P de E tels que fol P(z)dx est bien un s.e.v. de E car c’est le noyau d’une forme
linéaire non nulle de E*. Une base de cet hyperplan de E est la base (X* — %Jrl)kzlw"”' O



