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1. Soit F = R,[X] 'ensemble des polynémes de degré inférieur ou égal a n a coefficients réels. Pour
P et Q dans E tels que P(X) = 3% _garX* et Q(X) = 37, b X*, on pose

< P,Q>=) (k+1)a.by.
k=0

a) Rappeler une base de E ainsi que la dimension de E.

Déterminer une base orthonormale de E lorsque n = 2, puis pour tout n € N*.

(c

(a)
(b) Montrer que < -,- > est bien un produit scalaire sur E.
)
(d) Lorsque n = 3, déduire de la question précédente la projection orthogonale de X3 sur Ro[X].

2. Soit E = R2 Pour # = (71,22) € E, on consideére la norme ||z|j; = /2? + 422 et la norme
|z|l2 = max(|z1], |x2|) (on admettra que ce sont bien deux normes).

(a) Montrer qu’il existe m > 0 et M > 0 tels que m ||z|2 < ||z|i < M ||z||2 pour tout = € E.
Déterminer des valeurs pour m et M.

(b) Montrer que || - ||1 est associée & un produit scalaire que 'on déterminera. Déterminer une
base orthonormale pour ce produit scalaire.

(c) Montrer que || - ||2 n’est pas associée & un produit scalaire.



