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1. Soit F = R, [X] 'ensemble des polynémes de degré inférieur ou égal a n a coefficients réels. Pour
P et Q dans E tels que P(X) = 3% _garX¥ et Q(X) = 37, bp X*, on pose

<P,Q>=) (k+1)auby.
k=0

a) Rappeler une base de E ainsi que la dimension de E.

(
(b

)

) Montrer que < -,- > est bien un produit scalaire sur E.

(c) Déterminer une base orthonormale de E lorsque n = 2, puis pour tout n € N*.
)

(d) Lorsque n = 3, déduire de la question précédente la projection orthogonale de X3 sur Ro[X].

Proof. (a) 1 X, -+, X") est une base de Ry [X] donc dim E =n + 1.

(b) Pour P(X Zk b anXF, Q(X) =371 b XF et R(X) =371 crX®, (A p) € R?, alors AQ(X) + pP(X) =
oAbk + pck)X’“ donc < P, )\Q +pR >= 37 (k+1)° ak()\bk + per) = AD 0 o (k+1)%arbe + p Y p_(k+
D*ager = A < P,Q > +u < P,R >: la propriété de linéarité est bien vérifiée. Ensuite, il est clair que < P,Q >=
Yook +1) akbk—zéc ok +1)%brax _<Q P >. Deplus, < P,P >=3""_ k—l—l) % > 0. Enfin, < P,P >=
0 «— Zk0k+)akf0<:>Vk—0 n, (k+1)2%ax =0 <= Vk=0,- naka,carunesommede
terme positifs ou nuls, n’est nulle que si chacun des termes est nul. En conséquence, <PP>=0 < P=0.
Donc < P, @Q > est bien un produit scalaire.

(c) On sait que (1, X, X?) est une base de R2[X]. On utilise le procédé d’orthonormalisation de Grahm-Schmidt
pour en déduire une base orthonormale. Ainsi e; = 1/||1]] =1 car ||1|| = 1. Puis, e2 = (X— < X,e1 > e1)/||X— <
X,e1 > e1]l. Mais < 1, X >= 0, donc X— < X,e1 > e1 = X et ea = X/2 car | X| = V0422 x 1. Enfin, e3 =
(X?— < X% e1>e1— < X% ea > e2)/|| X2~ < X% e1 > e1— < X?,ea > eaf|. Mais < X2, e1 >=< X? e2 >= 0.
Dot e2 = X?/||X?|| = X?/3. Donc (1,X/2, X?/3) est une base orthonormale de Ra[X].

Le procédé se généralise clairement pour n quelconque et (1, X/2, X?/3 ..., X™/(n+1)) est une base orthonormale
de R™[X]. (d) Soit P»(X?®) le projeté orthogonale de X* sur R*[X]. Alors on sait que Po(X?) = Zi < X3 e >
ex. Mais < X?,1 >=< X3 X/2 >=< X3 X?/3 >= 0. Donc P>(X?) = 0: en fait, X* est orthogonal & R2[X} O

2. Soit E = R2% Pour z = (71,22) € E, on considere la norme ||z|j; = (/2? + 422 et la norme
|z|l2 = max(|z1], |x2|) (on admettra que ce sont bien deux normes).

(a) Montrer qu'il existe m > 0 et M > 0 tels que m||z|]2 < ||z|1 < M ||z]|2 pour tout = € E.
Déterminer des valeurs pour m et M.

(b) Montrer que || - ||; est associée & un produit scalaire que 'on déterminera. Déterminer une
base orthonormale pour ce produit scalaire.

(¢) Montrer que || - ||2 n’est pas associée & un produit scalaire.



Proof. (a) On considere des normes sur R? espace vectoriel de dimension finie. On sait qu’alors toutes les normes
sont equlvalentes donc on a bien l'existence de m > 0 et M > 0 tels que m||z||2 < ||z||1 < M ||z||2 pour tout = € E.
Pour = = (x1, z2), il est clair que ||z||1 = y/x3 + 423 > \ﬁ |x1\ et ||$||1 = w/xl +4x2 > 1/4;32 = 2|xa| > |z2).
Donc ||z|1 > max(|z1|, |z2|) = ||z||2. Par ailleurs, < ||z||3 et 423 < 4||z||3. Donc z? + 423 < 5||z||3 soit
llz|l1 = v/22 + 423 < v/5||z||2. Ainsi on a montré que ||z|]2 < ||z]|1 < V5 ||z|l2: m =1 et M = /5 sont des valeurs
possibles.

(b) Pour = (z1,z2) et y = (y1,y2), soit < x,y >= x1y1 + 4x2y2: c’est bien un produit scalaire car de la forme
> ¢, pimiyi avec p; > 0. De plus, < x,z >= ||z[|7. Donc on a bien trouvé le produit scalaire associé & ||-||1. Une base
de R” est e; = (1,0) et e2 = (0,1). Avec le procédé d’orthonormalisation de Grahm-Schmidt, fi = e1/|lei||1 = e1
et f2 = (62— < 62,f1 > f1)/||62— < 62,f1 > f1||1. Mais < 62,f1 >= 0, d’ou f2 = 62/“62”1 = 62/2. Alors (fl,fg)
est une base orthonormale de R?.

(c) On sait que si || - |2 est une norme associée & un produit scalaire, alors ce produit scalaire sera tel que

< z,y>= (= +y|*> = |z||* — |ly||*)/2. Pour un tel produit scalaire, ce qui va “clocher” c’est la linéarité, parce que
Pon travaille avec des valeurs absolues qui ne sont pas linéaires. Par exemple, pour z = (1, —1), donc ||z||2 = 1 et
y = (—2,0), soit ||y|]l2 =2 et ||z + y|l2 = 1 alors < z,y >2= —1. Pourtant, < z,2y >o= (3 —4—1)/2 = —1 donc
< x,2y >2# 2 < x,y >2: ce n'est pas un produit scalaire.
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