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Examen de 1h30. Tout document ou calculatrice est interdit.

1. Soit E I'ensemble des fonctions a valeurs réelles continues sur [0,1]. Pour f,g € E, on considére

< f,g>= /01 zf(z)g(z)de.

Montrer que < -, - > est bien un produit scalaire sur E (on pourra utiliser sans démonstration
le fait que si h est une fonction continue positive sur [0, 1] alors fol h(z)dr =0 = h=0).

Soit H ={f € E, f(0) = 0}. Montrer que H est un sous-espace vectoriel de E. Montrer
que dim H = +oc.

Montrer que si g € E alors la fonction z +— 2g(x) appartient & H. En déduire que H- = {0}.
Expliquer pourquoi on a E # H + H*.

Soit R1[X] lensemble des polynomes & coefficients réels de degré inférieur ou égal a 1.
Déterminer une base orthonormale de R;[X]. En déduire la projection orthogonale des
fonctions x +— 2 — z et x +— sin(mz) sur Ry[X].

2. Soient a > 0 et f la fonction 27-périodique telle que pour tout = € [0, 27[, f(x) = e**.

(a)

(b)
(c)

Pour a > 0, tracer la fonction f sur [—4m,4n] apres 'avoir étudiée. f est-elle continue sur
R? Est-elle paire ou impaire?

Pour a = 0, donner sans calcul le développement en série de Fourier de f.

Pour a > 0, calculer les coefficients de Fourier de f a ’aide d’une double intégration par
partie (on rappelle que les coefficients de Fourier peuvent étre calculés sur [—7, —7] comme
sur [0, 27] ou tout autre intervalle de longueur 27). En déduire que la série de Fourier de f

est
e2em 1,1 > a n .
Sy(x) = T(% + 2:1 o cos(nz) — ) sm(nx)).
n=

Apres avoir justifier son utilisation, appliquer le Théoréeme de Bessel a f.

00 1

nel piya? = 2me1 nz- En utilisant la question précédente, déduire la

2a7r).

Montrer que limg o>
valeur de Y 07 % (on pourra utiliser un développement limité a l'ordre 2 de e

, . "
Déterminer » o° 7227#

de Dirichlet).

pour a > 0 (on pourra appliquer, apres justification, le Théoreme



