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1. Soit E I'ensemble des fonctions a valeurs réelles continues sur [0, 1]. Pour f,g € E, on considére

< fig>= [ el

(a) Montrer que < -, - > est bien un produit scalaire sur E (on pourra utiliser sans démonstration
le fait que si h est une fonction continue positive sur [0, 1] alors fol hz)dr =0 = h=0).

(b) Soit H = {f € E, f(0) = 0}. Montrer que H est un sous-espace vectoriel de E. Montrer
que dim H = 4o00.

(c) Montrer que si g € E alors la fonction x — zg(z) appartient & H. En déduire que H+ = {0}.
(d) Expliquer pourquoi on a E # H + H*.

(e) Soit R;[X] l'ensemble des polynomes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a 1.
Déterminer une base orthonormale de R [X]. En déduire la projection orthogonale des
fonctions x +— 2 — x et x +— sin(mz) sur Ry[X].

Proof. (a)Pour f,get hdans E et A\, u € R, alors < f, \g+uh >= fol zf(z)(Ag(x)+ph(x))de = A fol zf(z)g(x)dz+
ufol zf(z)h(z)de =A< f,g>4+u < f,h>. Il est clair que < f,g >=<g,f >et < f, f >= fol zf?(z)dx > 0 car
I'intégrale d’une fonction positive est positive. Enfin, < f, f >= 0 < fol zf*(z)dr = 0 <= zf*(x) = 0 pour tout
x € [0,1] car la fonction x +— xf?(x) est continue et positive sur [0,1]. Aussi comme pour x > 0 pour z €]0, 1],
alors f(z) = 0 pour tout z €]0,1] et comme f est continue alors f(z) = 0 pour tout = € [0,1]. En conséquence,
< -, > est un produit scalaire.

(b) Il est clair que H C E et que la fonction z — 0 (la fonction nulle) appartient & H. De plus, pour f,g € H et
A € R,y alors (Af + 1g)(0) = Af(0) + ug(0) =0 car £(0) = g(0) = 0 du fait que f et g soient dans H.

Les fonctions fx(x) = x* sont continues sur [0, 1] et appartiennent & H (car f5(0) = 0) pour tout k € N*. De plus il
est clair que la famille de vecteurs (fx)ren~ est libre car les fi sont des polynémes de degrés différents. Si H était
de dimension finie de dimension n, alors (fx)1<k<n41 serait une famille libre de n + 1 vecteurs, d’out contradiction:
H n’est pas de dimension finie.

(c) Il est bien clair que la fonction z — zg(z) est continue (comme produit de fonctions continues) sur [0, 1] et pour
x =0, zg(x) = 0. Donc cette fonction appartient & H.

Si h € H C E, alors pour tout f € H, < f,h >= 0. Si cela est vrai pour tout f, cela est vrai en particulier pour
la fonction zh(x) puisque zh(x) € H. Aussi doit-on avoir < h,zh >= fol xh?(z)dr = 0. Mais d’aprés la question
(a), cela implique que h = 0. Donc H* = {0}.

(d) D’apres la question précédente, H + H- = H. Mais si H C E, on a H # E car par exemple, la fonction z +— 1
appartient & E mais pas & H. Donc E # H + H*.

(e) 11 est clair d’abord que R1[X] C E. On sait que (1,X) est une base de R1[X]. On utilise le procédé
d’orthonormalisation de Grahm-Schmidt, d’ott e; = 1/||1|| et comme ||1||* = f01 xzdx = 1/2, donc e; = /2.
Ensuite, e2 = (X— < X,e1 > e1)/||X— < X,e1 > e1]]. Or, < X,e;1 >= ﬁfol z?dr = v/2/3. De plus
IX—2/3]2 = [ a(x—2/3)%dx = [ 2®—42?/3+42/9dx = 1/4—4/9+2/9 = 1/36. Dot ez = 6(X —2/3) = 6X —4.
Donc (v/2,6X — 4) est une base orthonormale de R;[X].

On a z — 2 — z € Ry[X] donc la projection orthogonale de z +— 2 — z est x +— 2 — z.



On a Pg,(x)(sin(nz)) =< e1,sin(rz) > e1+ < 6z — 4,sin(7z) > (6 —4) = 2f01 zsin(rz)dz + (6z — 4) f01(6x2 —
4z) sin(rz)dz. Mais
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En conséquence, Pgr, [x](sin(mz)) = 2 + (% -2 - %)(61 —4) = 12(% — %)m + (% — %) O

. Soient a > 0 et f la fonction 27-périodique telle que pour tout z € [0, 27, f(z) = e*®

(a) Pour a > 0, tracer la fonction f sur [—4m,4n] apres 'avoir étudiée. f est-elle continue sur
R? Est-elle paire ou impaire?

(b) Pour a = 0, donner sans calcul le développement en série de Fourier de f.

(¢c) Pour a > 0, calculer les coefficients de Fourier de f & l’aide d’une double intégration par
partie (on rappelle que les coefficients de Fourier peuvent étre calculés sur [—m, —7] comme
sur [0, 27] ou tout autre intervalle de longueur 27). En déduire que la série de Fourier de f
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(d) Apres avoir justifier son utilisation, appliquer le Théoreme de Bessel a f.
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(e) Montrer que limg—0 Y521 7307 = 2onet n2

valeur de Y >° % (on pourra utiliser un développement limité a l'ordre 2 de e

En utilisant la question précédente, déduire la
2a7r)‘

(f) Déterminer » o2, 72;32 pour a > 0 (on pourra appliquer, apres justification, le Théoréme
de Dirichlet).

Proof. (a) Sur [0,27] et avec a > 0, la fonction = — e*® est de classe C*, elle est croissante et voici le tracé de
cette fonctlon pour a = 1:
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f n’est pas continue en 0 modulo [27], sauf si @ = 0 car lim,_,,.— ¢®® = €2*™ # f(0) = 1.

Si a =0 alors f est paire. Sinon, f n’est ni paire ni impaire car f(r/2) = e*™/? # f(—n/2) = f(37/2) = *™/2.
(b) Pour a =0, f(z) =1 pour tout z € R. Alors le développement de Fourier de f est Sy(z) = f(z) = ao(f)/2=1
pour tout x € R car une fonction constante est polynéme trigonométrique de degré 0.

(c¢) Pour n € N,
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Donc en utilisant la définition Sy(x) = GOTU) +Zn21 an(f) cos(nz)+by(f) sin(nz) on obtient bien le développement
proposé.
(d) La fonction f est continue par morceaux, on peut donc appliquer le Théoréme de Bessel et on obtient:
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(e) Pour a € R, il y a convergence normale de la série de fonctions anl e CAr SUDgeR LT = nz et
> .=z < oo. De plus la fonction a € R ﬁw est continue donc on peut inverser limite et série donc
1
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On peut d’apres la question (d) écrire que:
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A priori la limite lorsque a — 0 du terme de droite est indéterminée. On va utiliser un développement limité de %™
a Tordre 2 pour conclure. On sait que €™ = 1+2am+2a*7> + %agﬂg’ +o(a®). Donc €2*™ —1 = 2an(1+am+ §a27r2 +
o(a®)) d'on (e**™ — 1) = (2am) " (1 — ar — 2a’7* + a*n” + 0(a®)) et comme €**" + 1 = 2 4 2am + 2a*7” + o(a®)
on a
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Par suite, Y ~7 | -3 = .

(f) Comme la fonction f est de classe C' par morceaux sur R (seule discontinuité en 0 modulo [27]), on peut
appliquer le Théoréme de Dirichlet et pour = # 0 [27], alors f(z) = Sf(z). En particulier pour = 7, on obtient

S <ﬁ + E:’:l(—l)nﬁ) Comme f(7) = e®™ on en déduit que:

avec cos(nm) = (=1)", Sy(w) =
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